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Relativith. — Sopra i fenomeni che avvengono in vicinanza
ai una linea oraria. Nota I di Exrico FErwmi, presentata dal Cor-
rispondente &. ARMELLINI.

1. Per fare lo studio dei fenomeni che avvengono in vicinanza di una
linea oraria, cioé, in linguaggio mon relativistico, in una porzione di spazio,
variabile eventnalmente col tempo, ma sempre molto piccola in confronto
alle divergenze dall'euclideitd, della varieta spazio-tempo, converra anzi tutto
ricercare un opportuno riferimento tale che, in vicinanza della linea studiata,
il ds® della varieta prenda una forma semplice. Per trovare questo riferi-
mento, dobbiamo premettere qualche considerazione geometrica.

Sia data in una varietd riemanniana V,, od anche in una varicta me-
tricamente connessa nel senso di Weyl (1), una linea L. Associamo ad ogni
punto P di L una direzione y, perpendicolare ad L, con la legge che la
direzione y - dy, relativa al punto P - dP, si deduca da quella y relativa
a P, nel seguente modo: Sia 7 la direzione tangente ad L in P; si traspor-
y,7 da P in P4 dP e siano y 4-dy, 7+ dn le

tino parallelamente (2)
direzioni cosi ottenute, che per le proprietd fondamentali del trasporto pa-

rallelo saranno ancora ortogonali. Se L non & geodetica 7 --dz mnon coin-
ciderd con la direzione 7 -~ dz della tangente ad L in P - dP, e queste
due direzioni individueranno in P /P una giacitura. Consideriamo in
P |- dP l'elemento di S,_. perpendicolare ad essa e ruotiamo rigidamente
attorno a tale S,_. tutta una particella circostante P - dP, fino a che

- dy non vada a sovrapporsi ad 7 Iy. Allora y - dy andra a finire
in una posizione che prenderemo come direzione y -~ d relativa al punto
P | dP. Si intende bene come, fissata a piacere la direzione 7 in un punto
di L, un processo di integrazione permetta di conoscerla per tutti i punti
di L.

Cerchiamo ora le espressioni analitiche traducenti le operazioni indicate
per una varietd riemanniana, che sono identiche a quelle valevoli per una
varietd metrica di Weyl purche si abbia 1'avvertenza di scegliere la « Eichung »
in ouisa che la misura diun segmento, che si muova rigidamente nelle viei-

(") Weyl, Raum, Zeit, Materie, pag. 109. Berlin, Springer, 1921.

(?) T. Levi-Civita, Rend. Circ. Palermo, tune XL1I, pag. 173, an. 1917.
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nanze di L, sia costante. Sia

(1) ds® =" gix dx; day (PR R )
1k
e siano i, ”:r;,-,r;“‘=c% { sistemi co- e controvarianti delle dire-
‘ ds
zioni y, 7. Avremo intanto
L e e ¢ A N
ds ———T}?\ivl Aol 70 i) ds ds’
il dpt  d dax AT
6 = —— = ——. trova dunque
e inoltre e Is* Si trova dung
In® —dn® _ (l g bV g g
ds ds* " st (¢ ) ds ds

Le Ci sono le componenti controvarianti del vettore C, curvatuwa geo-
detica, ciod di un vettore che ha lorientazione della nounah, principale
geodetica di L e grandesza eguale alla sua curvatura geodetica.

Si ha d'altra parte

(9) (f[/(‘) L \‘~ h/n) //(h)él‘ﬁ s
0 ds i g ) ds

Ora, siuome y & perpendicolare ad L, lo spostamento, con cui da y 49y
si deduce y - dy, sard parallelo alla tangente ad L e avrd grandezza eguale
alla p1019/1one sopra y stesso di dy— dz; vale a dire, siccome y ha lun-
ghezza 1, al prodotto scalare di dy— dn per ¥, cioe

> (O —dng) ¥ =— ds D Ciy.
5
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Le sue componenti controvarianti si otterranno dunque moltiplicando la sua

grandezza per le coordinate controvarianti della tangente ad L, cioe 1/%\'
Esse son dunque, in ultima analisi, —//9“‘2(4 . Da (2) risulta ora im-
mediatamente
3) /Wo o /a‘/.?’ a4 rl;. Sy

ds ) ds ds %

La (3), scritta per 4=1,2,...,%, di un sistema di » equazioni diffe-
renziali del primo ordine tra le z incognite ™y ..»“ che risultanc
cosi determinate, una volta che ne siano assegnati i valori iniziali. Sarebbe
anche facile verificare formalmente dalle (3) che, se i valori iniziali delle
soddisfane la condizione di perpendicolarita ad L, tale condizione resta ve-
rificata lungo tutta la linea.

In un punto P, di L assegnamo ora a piacere n direzioni 7, %2 ...

mutuamente ortogonali, con la condizione che y, sia tangente ad .. Le di-
rezioni 7, ¢/s .... #u— sarvanno perpendicolari ad L e potremo trasportarl
lungo L con la legge assegnata al § precedente che, come @ evidente dalla
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sua stessa definizione, conserva la loro ortogonalitd. In tale modo veniamo
ad associare ad ogni punto di L » direzioni mutuamente ortogonali, di cui
I'ultima & quella della tangente ad L. Pensiamo ora la nostra V, immersa
in un Sy euclideo a un numero conveniente di dimensioni. Possiamo pren-
dere come coordinate di un punto di V, le coordinate cartesiane ortogonali
della sua proiezione sopra 1'S, tangente a V, in un punto generico P di L,
aventi per origine P e per direzioni le direzioni y, 7. .... y. relative al
punto P. Con tali coordinate 1’elemento metrico di V, in P prende la forma
ds® = dy} - dy? - - - dy?; esse inoltre, come immediatamente si rico-
nosce, sono geodetiche in P. Vale a dire, per le coordinate y si pud nel-
I'intorno di P porre, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo,
gi—1 g =—"0"E=E): 2 manifesto che di tali riferimenti ne avremo uno
per ogni punto di L. Consideriamo ora un punto Q, di V, che nel riferi-
mento relativo al punto P, di T abbia coordinate 7,7z ... Fn1, 0. Per
ogni altro punto P di L possiamo allora determinare un punto Q che, nel
riferimento relativo a P, abbia le stesse coordinate che ha Q, nel riferimento
relativo a P,. Il punto Q percorrerd cosi una linea di decorso parallelo ad L.
Vogliamo ora trovare la relazione che lega dsq a dsp mell'ipotesi che Q sia
infinitamente prossimo a~P. Percid osserviamo che lo spostamento che porta
Q in Q--dQ & composto degli spostamenti indicati al § 1 gon J e con
d — 0 e che il primo, essendo uno spostamento parallelo, fornisce, a meno
di infinitesimi di ordine superiore, dsq= dsp; il secondo & una rotazione
che., come si & visto al § 1, da (d— J) sq=/aspC X Q— P, secon X si
indica il simbolo del prodotto scalare e con Q — P il vettore di origine P
e termine Q. Inoltre dsq e (4 — d)sq hanno entrambi la direzione della
tangente in L. Si ha dunque dsq= dsq + (d — Jd) sq; cice

(4) dsq=dsp[14+CX Q—P].

Le traiettorie dei punti Q formano una (z— 1)"*'* infinita di linee e
quindi, almeno con opportune limitazioni, per ogni punto M di V, passerd
una di tali linee; cosi che potremo caratterizzare M mediante le coordinate
del punto Q, 7172 Yn—1 corrispondenti alla linea passante per M, e
l'arco §p di linea L contato da un'origine arbitraria fino a quel punto P
che corrisponde al Q coincidente con M.

Se M @ infinitamente prossimo ad L, dsq sara perpendicolare alla iper-
superficie sp = costante. Si avra pereid

°

dsii = ds§ +dgi - dgt + - +dFna s

e, tenendo presente (4),
() dsy = (1 +-CXM—P)*ds¢ + dyi - dgi 4+ - + dgna-
Nelle vicinanze di L abbiamo con cid trovata una espressione sempli-

cissima del ds.




