3\l A B |

REALE ACCADEMIA NAZIONALE
DB T T NG R

ANNO CCEXIX.
1922

= MERIEY TE 920, ) 10 95,0 AR - O

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XXXI.

1° SEMESTRE.

ROMA
TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

PROPRIETA DEL DOTT. PIO BEFANI

1922




RENDICONTI

DELLE SEDUTE
DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE
DEI LINCEI

Classe di scicnze fisiche, matematiche e naturali.

S U S S

Seduta del 23 aprile 1922.

Presidenza del Socio anziano R. LANCIANT.

MEMORIE E NOTE DI SOCI

Meceanica. — Sopra i moti ellittics perturbati. Nota del
Socio E. Avnmansi.

1. Un punto materiale P, di massa 7, si muova sollecitato dall'at-
trazione newtoniana dovuta ad una masss M, e dauna forza perturbatrice. {
Le formule a cui pervengo in questa Nota esprimono, in modo assai
semplice, come variano da istante 2 istante. per effetto della forza pertur-
batrice, la forma dell'orbita istantanea. che suppongo ellittica, e la sua po-
sizione rispetto ad una terna di assi ortogonali, d'orientazione fissa, colla
origine in M.
Diciamo 7, in un istante qualunque, il piano dell'orbita, ossia il piano
che contiene il raggio vettore MP, ed & tangente alla traiettoria di RS
passaggio del piano = dalla posizione che esso occupa al tempo £, a quella
che occupa al tempo ¢ - d¢ . si pud immaginare che avvenga mediante una
rotazione intorno alla retta MP . Denoti do I'angolo di cui ruota 7 nel
tempo d¢ .
Sia poi ¢ una retta passante per M., situata sul piano 7, e fissa 7i-
Spetto a questo piano; ¥ 1'angolo, misurato nel verso in cul avviene il
movimento di P, che l'asse maggiore della ellissi, orbita istantanea di P
al tempo ¢, forma con ¢; p il parametro, e l'eccentricitd della ellissi.
ap dp de
d o dl dt
mente facendo intervenire una forza che chiamo forsa perturbairice ridotta

.. do ! i L |
Le quattro quantitd I SLesprimono molto semplice-
(

(e indico con f p.r.): forza definita nel modo seguente.
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(Consideriamo una terna M(r , 7', ") di rette ortogonali, congruente colla
terna M(z,y.s) degli assi coordinati. La retta » abbia la direzione e il
verso MP . La retta ' sia normale alla 7, sul piano dell'orbita, e formi
un angolo acuto (o nullo) colla velocitd di P. La retta 7" sard normale al
piano dell'orbita. Denotino S, T , W le proiezioni della forza perturbatrice
(unitaria) sulle tre rette »,#', 7" . La f.p.r. abbia sulla stessa retta le
proiezioni

SIS Mol G T, =1 2H D W =W,

¢ essendo l'angolo che la velocith di P forma colla retta »'.

Siano poi: U, e V, le proiezioni della f.p.r. sull’asse maggiore e sul-
’asse minore dell'orbita istantanea; » la lunghezza del segmento MP ; w
il prodotto della costante dell'attrazione per M - (supposta mobile anche
la massa M). Si trova

\2[2_](”) Wl’e ———]/pU"

| _ /3, de _ o/
(dt_Vﬁ”T" dt_]/ﬁv‘

Insieme alle precedenti, & da considerare la formula

o _ 1up
(Z—l: 72
in cui d0 denota 1'angolo descritto dal raggio vettore MP, sul piano 7,
nel tempo df .
Dedurrd le formule (1) direttamente dalle equazioni del movimento di
m . Esse potrebbero dedursi da note formule di Gauss ().
2. Diciamo z,7 .2 le coordinate del punto P; e, 8,7 i coseni diret-
tori della retta ». 1 coseni direttori della » saranno:

(1)

A L T BT

(2) e=amiil e 10 Sy e
i 1 6 :
Dalle formule x =re, %‘l‘—f %(é—}—r%:%a-{—r%a', ece., 8l

ricava
dz dy a0

O (RN
Yar— e "t (By 18 ;

(1) V. Tisserand, Mécanique céleste, vol. 1, cap. XXVIIL.

(2) Si pud riconoscere osservando che, abbassata da P la perpendicolare PQ sul
raggio vettore MP’ inf. vicino ad MP , il segmento PQ, che al limite giace sulla retta
7", ayrd (a meno d'inf. d’ord. sup.) la grandezza 7d6 , e le proiezioni, differenze fra le
proiezioni dei segmenti PP’ e QF/, dz — dra = rde, ecc.; onde i coseni della 7 sa-

, ecc.

ranno

rdea r_f_
rd6 6
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quindi, ponendo

st g
At

e indicando con «”, 8, y” i coseni direttori dalla 7

1% 7@_ " | ece
T e

D'altra parte, dalle equazioni del movimento del punto  rispetto alla

2
terna M(x,y,2), che scriveremo T X, ecc., si ricava
d( dz d
E(// (E — 4 j?) =//Z —zY = 7“(ﬂZ — }’Y) ;
Sard per conseguenza
: g, de!'’
(3) d—;]a —,Lga,—t=r(,3Z—yY).

Moltiplicando questa equazione, e le due analoghe, per «”,g8" 4" e
sommando, si ottiene

dg _
dt o
ove To=0a"(8Z—yY) + = (y—y"B) X - —a'X 4 QY Sz

Dunque T, ¢ la proiezione della forza (X,Y,Z), che indicheremo con F,
sopra la direzione 7' .
L'equazione (3), sostituendo rT, a % potremo scriverla
de" 7

d—t:a(ﬂz—yY—a )

Ma se W, & la proiézione della forza F sulla direzione 2= sTlha
BZ—yY —a"Ty=—a W,, ecec.,
(come si riconosce moltiplicando successivamente queste ultime equazioni per
i coseni di 7,7 ,7", e sommando). D’altronde la forza F ha sulle direzioni

7 ed 7", normali al raggio vettore, le stesse proiezioni T e W della forza
perturbatrice. Pertanto avremo :

dg _ .m.
(4) Jo=t L
. da'" r . ag'" 7 5 dy" oo
D e e =
(&) dat q Ll dat q W dat q 4

3. Indichiamo con E I'ellissi orbita istantanea del punto m al tempo
¢, ossia l'orbita che = descriverebbe negllistanti successivi a 7. se nello
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istante 7 si annullasse la forza perturbatrice; P, la posizione che in tale
caso occuperebbe il punto 7 in un istante qualunque; ¢ il valore che
avrebbe la costante delle aree.

Al tempo ¢ i due punti P e P, hanno la stessa posizione e la stessa

N =3 e 0 3
velocita ; quindi anche la quantita 7> D avra lo stesso valore per ambedue
. 5 = = = q*
i punti, sard ciod ¢ —¢. Ma ¢ =7/up: dunque ¢ = {/up, da cui p= {7

Considerando p, in ogni istante, come il parametro della ellissi relativa

a quell'istante, questa formula varrd per tutti i valori di ¢. Derivandola

2 2 5

rispetto a 7, e tenendo conto della (4), si ha Z—f: ;/rT. Ma 2T =T,
(0. 1), ¢=1/up: donde la terza delle (1).

La prima delle (1) si ottiene dalle (5). Se infatti @ & la velocitd an-

golare con cui il piano 7z, al tempo ¢/, ruota intorno ad », si avra per le

" do

. o . o 5 :
formule del Poisson, — = — we', ecc.; quindi, per le (5), w, ossia 0

at

gard uguale ad W= l_rwl.

Vup
4. Abbiamo indicato con d@ l'angolo descritto dal raggio vettore MP
(sul piano 7) nel tempo df. Con 6 potremo denotare 1'angolo che il raggio
vettore, al tempo ¢, forma colla retta ¢ flssa sul piano = (m. 1).
Diciamo 6, 1’angolo che il raggio vettore MP, forma colla retta g,
sulla quale & disteso 1'asse maggiore della ellissi-E; g, l'inversa del seg-
mento MP, . L’equazione della ellissi sard

ecos 6, =po, — 1.
In ogni punto di E sard anche verificata 1'equazione

de,

esen61=—pd0
1

ottenuta derivando la precedente rispetto a 8, . In particolare le due equa-
zioni varranno nel punto P, =P che il mobile occupa al tempo . Ma quivi
1 do,
r db,
forma con ¢: n. 1). Sard dunque al tempo ¢:

(o = (= = %; e inoltre 6, =0 — 1 (¥ essendo I’angolo che ¢,

ecos (6 —p)=pe—1,

(6) esen(0~w)=——7)g—§-.

Se poi consideriamo p, e, come variabili, in quanto varia con ¢ la
ellissi B, queste due equazioni sussisteranno in ogni istante.
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Deriviamo le due equazioni rispetto a ¢, ed eseguila la derivazione,
torniamo a scrivere 6, in luogo di H-—lp , denotando cosi con 6; I'angolo
che in un istante qualunque il raggio vettore MP forma colla retta g, sulla
quale & disteso I'asse maggiore della ellissi relativa a quell’istante. Avremo

de a6 Y

Ecos(). eseno(dl d[) -{—p ;
de do__dy)_ _dp @ i(i@)
d[ 391]6 —!—ecos 6, (dl (j/{:) dt do pdt dé 2

) . ; g : :
Portiamo i termini che contengono 7 e secondi membri; nei quali
de de 46, d*e do
de do dt =~ de® dt -
con A’ ed A cid che rimane nei primi membri, ossia poniamo

poi, in luogo di Z—f Lo ( ) scriveremo E denotiamo

e d de ay
(7) A:acoso, +e d—‘fseno, . A—d—tsenol—e—d?cosﬂl.
Si otterrd

dp ( dg) a6

A'=—0o-|(esenb, +-p
ar ° g dt !

dp d de
e ﬁa_z_(“‘)”'J”‘dm)dz

. : . d,
e sostituendo nei secondi membri, ad ¢sen 6, ed ecos6,, i valori —p&%

e po— 1 forniti dalle (6) in cui si ponga § — ¥ =9,

dp __ dpde | d%o I8, )__
) A =p, e A__B—tcﬁ_?p(lle’ s ") i
(h,b

Per le formule (7), — — saranno le proiezioni, sull’asse mag-

T
giore e sull’asse minore della ellissi, del vettore di cui le quantita A ed A,
date dalle (8), somo le proiezioni sulle direzioni r ed 7.

Trasformiamo queste ultime equazioni.

5. Diciamo percid w, la proiezione della accelerazione di m sul raggio
vettore. Si' ha

d*e ) dq de dé \,
A R~ Yoy H (el ri— e . — 1
e (dﬂ* Fe)—u e (o= ot )
d*r d
(*) Si ottiene qucsta espressione di w, dalla formula u',=5,772 :(d:)—{—
a y da\2 do\® 2
-+ (%) =+ (ZZ ) s , osservando che, per le (2), (({7{) 4= (d_.‘.)’e tenendo poi conto

delle formule ad =4 y L == (00
dt r* » &




Ma I'accelerazione di m & il vettore F (0.2); quindi w, = — pe* -4 S
(essendo S la proiezione sul raggio vettore della forza pert.). Avremo dunque

d*e ) dq dg ,
3 ol i Fal PSS O I
- < (de’ ] P e

donde, posto ¢* = up (n. 3),

d*o ol 5 4N ; dng),
P(W—H’)—l W g (S T2

1 dé
quindi, sostituendo nella seconda delle (8), e notando che g—:/_t: q,

—_%de g dg do
A_—d_td—(fhfiu( +d‘ia'(7)

Nella prima delle (8), e in quest’ultima, a j—f e :f—;/ sostituiamo 1 va-

lori %qu, ed 7T (n. 3 e 2). Avremo

h

LG L0 fisw /_)
A—AuzT A=A (s S

d dr
Ora 7'(%: —#:tag{, (¢ essendo I'angolo che la tangente alla
traiettoria di P forma colla direzione 7') ; S—Ttagl e 2T sono le proie-

zioni della f.p.r. sulle direzioni » ed r'. Avendo presente 1'osservazione
e e Ul
fatta nel n. 4, in fine, ed osservando che, per la formula 7="1up, 1 4

w

ugnale a I/LL: si ottengono le seconda e Ia quarta delle formule (1).

I




