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Matematica. — Sulla curvatura geodetico delle linee appar-
tenenti ad una variely qualunque. Nota di Josern Lipka, presen-
tata dal Socio T. Levi-Crvira.

Il parallelismo di Levi-Civita annunziato la prima volta nel 1917 (%)
ha avato molte applicazioni notevoli e ci ha condotto a risultati importanti.
Lo scopo di questa Nota & di mostrare come la eurvatura geodetica in un
punto qualsiasi di una curva in una varietd gmalunque pud essere definita
intrinsecamente per mezzo della nozionme di parallelismo; questa definizions
¢ un'estensione semplice di quella della curvatura ordinaria in uno spazio
euclideo.

Consideriamo wuna curva y in una variete qualunque, dove il qua-
drato dell elemento lineare é dato da

(1) dsE =" iy Aoy O -
1

Sia s Uarco di y contuto a partire da un'origine arbitraria.

Siano P e Q due punti di y infinitamente vecini corrispondenti o s
¢ s+ds. In Q, costruiamo la iangente a y e la parallela (secondo Levi-
Civila) alla tangente in P. Se si designa con dw ['angolo di queste dire-
giont, st definisce lo curvalura geodetica 4i y in P, mediante la

dw

(2) (1/ :r'.\l-igu ds

Ora, in una varietd euclidea, il parallelismo di Levi-Civita coincide
col parallelismo ordinario. siceht l'angolo dw si identifica col cosidetto an-
oolo di contingenza, e per conseguenza la nostra definizione della curvatura
geodetica coincide con quella della curvatura ordinaria.

La definizione usuale della curvatura geodetica in un punto P di una
curva in una varietd qualunque, data dal Bianchi (2). & la seguente: Sia ¢
la geodetica in P nella direzione di y; sulle y e ¢ si prendano uguali ele-

(1) Nozione di pirallelismo in una varietd qualunque, e conseguente specificazions
geometrica della curvalura Riemanniona [Rendic. del Circolo Matematico di Palermo
tomo 42, 19177

() Geometria differznziale, 2% edizione, vol. I, pag. 563.




funzioni in Q al di 1
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menti lineari PQ e PR; allora, la curvatura geodetica di y in P si defi
nisce come

1 . 2QR

— — lim e

e o—r (PQ)
'a cul espressione analitica si trova essere

5 LN %2 < (ik)duda|[da | (ik)du “Jik],
8) e \T” £ l: ds? i —ix{ 7§ ds ds ds® bia —in( ¢ ) ds ds_

Vogliamo costruire 1'espressione analitica di 1/o data dalla nostra defi-
nizione, ¢ mostriamo che questa & d'accordo con quella data dal Bianchi.
Designiamo con @,, i valori in () dei coefficienti della forma fondamen-
tale (1), cioe
' da[ o 1 (/301
(4) E =" A L .

Ut == Ay = ——

Sia &7 il sistema contravariante (parametri) di

una direzione generica
uscente da P, con che

(5) D E0E0 —1;
WdET A z:(r)

e sia f“"—]—- T (/\+1,
as =

una direzione corrispondente uscente da Q;

T ds® il sistema contravariante (parametri) di
ds*
avremo analogamente

i iz | ot dE(r)
6) N . M(;—,, é

dEW d2ED
= 7; ds + > ds® )

La condizione che la direzione in Q sia parallela alla direzione in P e (?

s = It -
(7) ;T'\_‘ZI’J-I'.:‘(":H (== )
ds — LI ) /

N e f :

dove . = = individua la direzione dj trasporto PQ o la tangeute in P.
s -

Ora, se £ coincide con z,, la parallela in Q alla t

tangente in P ha
1 parametri
, s
’ dl, Z, 1 4L,
e e i e LU =1,2
£ 7 > et (7 [ o )i

(%) Per il nostro SCOpo, non & necessario di prendere

lo sviluppo dei valori delle
a di termini de] 20 ordine in ds.

(®) Cfr, nota (1), pag. 7
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colle condizioni
® 3 L ) x
(-Tz +d1.z', —}—gdl .t,d ) 1
™) S S gl X0 b g ).
Inoltre, se si designano con
7 - df”’ +*d‘“'d* (r=1,2,..,2

1 parametri della direzione tangente in Q, questi sono legati dalla condizione

” d
(GRS an(xr :l: ds

I comodo di serivere

d% x!
sl %L ds’) X

x(.c;—: dT‘”‘ ds 41 T“‘ d?)_l.

dy 2, 50t i ;
(8) ra' +y»k:1/' :'Z‘fa"k=‘3r (7"=1,2,...,il),

dove le @, sono funzioni di s,

cioe dipendono dalle equazioni della curva e

Introduciamo anche le abbreviazioni

(9) Gr— ””/ﬁ?x(o;'\. (=128 87
7

Si ha, finalmente, in Q, la parallela alla direzione tangente in P coi para-

Ay
ds

(= ) ds+ 3 (4
dalle identitd

ds?,
db,

metri z, —a,.ds—*

' = e __ 2 de,
5. ot — s — 4

(10)

d da
xsx; 3~(/f,—m)ds+g(d—”;-—“)ds~’.

Z” art% w;-i" (ﬂr = a,) ds e L’ (_ Wy

e la direzione langente in Q coi parametri

(10: : . ’
— ds2 questi parametri essendo legati

v § da
(/sﬁ“zt—a,ds—%d—;dsggzl,

§ (
g, dey\ o)
ds ds)dssx

as )
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L'angolo dw di queste due direzioni & dato da
d
(11) cos do = > a,,‘ xh— apds —+ L% 4 %
Ly Oy ds
, ap. _ de
ot i 4 (o) o]
Per la prima identita (10), la (11) diviene
d
(12) cosdo =1+ S Gnlzr— ards— d — ds? ) Seds + 5 iy ds’> H
2 ®ds ds
Sottraendo le due identitd (10) membro a membro, si ha
o n, I . dee, g\ |
(] 3) 2 Z” Ayt (J;r — ety (ls — l» K 1132) (‘3, ds - % W) —=
- /
3, e+ 4 i) (feds + P ) =0,
= % s / /
e sostituendo in (12), risulta

(14) cosdo=1—12 @, (p’r s +3 — 'zﬂ' ds? )(ﬂz ds +3 — ('g' ds*® )

Coll'espressione di , tornita dalla (4), e sviluppando, si ha subito

(15) cosdo=1—21, a, B, B ds*+ (termini in ds*, ecc.).
Ma
(16) cosdo =1 —121 (dw)® - -- - .
Percio
(Tw)2 = -« = D yy iy By Brdls® - -,
e quindi
e e

day n) -
—*, siricava
ds

(IS)f—~——\ [/Z Zr |y (k) da; dzy d x| 5 (2 /ey dlcy dry
T Zik) p{ ds ds s? T 2 t\(/\ r/o

Finalmente, sostituendo i valori di g, da (8), e scrivendo x; =

che coincide con l'espressione analitica (3) trovata dal Bianchi.




