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Geometria. — Sui complessi covarianti di tre complessi li- i
neary a due a due in involuzione. Nota I del Corrispondente Luict i i
BERZOLARI. ‘

In un lavoro, di prossima pubblicazione, Sulle cubiche gobbe inva- 3
rianti simullanee rispello ad un gruppo otlaedrico di collineazioni qua-
lernarie, mi si & presentato un particolare complesso del quarto grado, il 1
quale gode della proprieta che tutti i suoi coni hanno carattere lemnisca-
tico, cioe sono dotati di tre generatrici ad un tempo doppie e d’ inflessione.

11 complesso risulta determinato, e pud generarsi direttamente in modo |
assal semplice, quando sian dati tre complessi lineari a due a due in in- g
voluzione.

In questa Nota e nelle successive espongo, insieme con tale genera-
zione, queile proprieta del complesso che hanno maggior legame col lavoro
cui ho accennato; inoltre alcune osservazioni generali sui complessi cova-
rianti di tre complessi lineari a due a due involutorii. Figwa tra essi un
altro complesso del quarto grado, che pure ammette una semplice genera-
zione geometrica. \

1. Com'e noto, le equazioni di tre complessi lineari K, , K, , K; a due 1‘
a due in involuzione si possono scrivere, in coordinate pi; di Cayley-Pliic- I

ker, sotto la forma

1) Ey=pro—puu=0, Ki=psi —pas =0 , Ky =14(ps1 +pss) =0,

pell'ultima delle quali il fattore Z(= ' —1) & posto per la simmetria di 1
alcune tra le formole che seguiranno.

Le rette comuni al tre complessi costituiscono un regolo S della qua-
drica Q che ha per equazione locale ‘

(’)) Q=2,2: — 22, =0,

2 = {

e per equazione in coordinate di rette tangenti

4

(3) K=K 1K} Ks=0. !
Le coppie di divettrici &, di . dsds , ds dy delle congruenze lineari, :

in cui ordinatamente si tagliano K; e Ky, K5 e K, , K, e K, apparten- o
A

gono all'altro regolo S’ di Q, e in esso si separano a due a due armoni-

camente. ! 3
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Una generatrice qualunque di S’ ha equazioni della forma

(4) 2, —Azs =0 , Ay 23 =0,

’

. ’ r 3 o
dove 4 & un parametro. In particolare, le d, di , dy ds , ds d3 possono
rispettivamente rappresentarsi con le equazion

\ TS — 0 ) Ly — (0} 5 X, — 0, Ty — 0;
(6) { T2—B=0, T —Bs= 0; Zo+23=0, & +a=0;
( To—iZ3 =0, 2, +12s=0 ; 2y - 123=0 , X —ixy=0.

La polaritd rispetto a Q & permutabile con ciascuna delle polarita nulle
[ U Oy =0, =D+ (1 — V8w =0
=T — (1 —¥3)2e=0, @E+1)z:—(Q+V3)ms=0;
G—Dm+ (0 —13)z=0, (@+1)z+ (14+718)as=0;
(i 1)z —(1 -1 ?"v)!u:O. (—1)zs— (1 —1/8) s =0,

e le ¢}, ¢h.eh, el con quelle che si deducono dalle precedenti cambiando

(8)

I

segno a 1_,

3. Cio posto, in questo numero e nei due successivi conviene, per il
seguito, premettere alcune osservazioni a proposito di certe quadriche, che
restano determinate ogniqualvolta con i complessi K, , K, , K3 sia assegnata
anche una retta ~.

Anzitutto, le reciproche di » rispetto ai complessi della rete indivi-
duata da K,, K,, ; formano una congruenza lineare passante per 7, di
cui sono direttrici le due rette di S appoggiate alla stessa . Se dunque
si costruiscono le reciproche di » rispetto a K, ,K,,K;, la quadrica R da
esse determinata (che si dira guadrica corrispondente ad r) incontrera Q
secondo due generatrici di S e due di S'.

Dicendo pix le coordinate di », si trova che la quadrica & rappresen-
tata da

(9) BR=(pi.— ps) (P23 Par 23 - Prs Pas T3 — Pa1 Pig 5 — Pas Pas T3)

(Pt — pi) (pa1 x5 2, — Pos Tp Zy)

I (a2 AN e o
-+ (P53 — P3s) (Prs 25 ZT3— Pas L1 Ly — Pag 7 Ty — Prg T3 T4) =0 .

In luogo di » considerandn la sua reciproca 7' rispetto a Q, la qua-
drica R' ad essa corrispondente ha un'equazione R'= 0, che si deduce
flalla px'e(?edellte scambiando tra loro p,, e Pas nel quadrinomio per il quale
& moltiplicata la differenza 72, — P2 (1) Ne segue 1'identita

R—R = (p1s — pai) (01— pi) Q,

1 . P 1
(*) Per un’osservazione fatta al n. 1

‘ . » le rette reciproche di # rispetto a K, , Kq ,K,
sono altresi le coniugate di r ne

lle involuzioni rigate che hanno per assi dy di , dydb, dydy.
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eppero : |
Le quadriche R, R’ corrispondenti o due rette 7,7 reciproche 7i-

spetto a O si tagliano in un quadrilatero, determinando un Jascio-schiera i
al quale appartiene (). i

|

4. Essendo ancora 7 una retta di coordinate Pir» le quadriche A, , A, i

Az passanti per » e risp. per le coppie di rette d, di,d, dy, ds dy tagliano |

ulteriormente () nelle due generatrici di S che si appoggiano ad 7, e sono | I

altresi i luoghi delle rette reciproche di rispetto ai complessi lineari [

dei fasei determinati da K, e K, K; e K,, K, e K. Esse hanno per 11

equazionl Al

A= — 2(pas 21 2, DPrs Z2 Ts - Pas T, 24 ~+ Pre 73 24) =0, “:
A, = P14 "é—/h; 3 — Das HE (Pa —Pss) («./,‘1 Lo — @3 T4)

‘J“/‘u‘lr/’:u’('1’7':~'JJ7»/>’=]—_—')‘ 3
determinate da K, ,K,,K,, ed i suoi prodotti per queste sono rispettiva-
mente le involuzioni rigate che hanno per assi le coppie di rette d, 4], |
ds dy , d d

2. Assumendo S’ come campo binario, risulta in esso determinata una

tnvoluzione sizigetica J , della quale d

i d; sono gli elementi doppi, e che
ha 1'equazione

(6) M 6g2f1=0,
dove 4 & il parametro che entra nelle equazioni (4) d'una : !
e o & un altro parametro, da cui sono determinati i singoli gruppi dell'in-

i
voluzione.

Appartengono a questa tre gruppi armonici «, @

a ay a3 ', e due gruppi equianarmonici e, e; e5 e . e i
Convenendo che i tre primi siano rispettivamente
dy A1y ds d; , dy dy, nel senso che queste in S’ separino armonicamente le due |
coppie di generatrici coniugate in quei gruppi armonici, le generatrici di |
e P 1
tali gruppi si possono rappresentare con le equazioni ‘
‘ | =122+ (@ —Da=0, =12 2, ) ze =0 4
fi":‘,'l (7-_*_1‘,»\:,)‘ t 22— (0—1)2s =0 d
( tx, — (1 ==12)z, =0, =12 a:s=0;
(7) : o) ~ f :) TN T}
(R Gy = (1 == 142) 2 — 100 2) s =0
( m—(0=12)a,=0,
U ot (=D a=0, ]
dove due generatrici coniugate d'un gruppo armonico si ottengono scegliendo, |

nelle rispettive equazioni, una volta i segni superiori e un'altra i segni in- ,

feriori.
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Per i due gruppi eqnianarmonici si riterrda che le generatrici ¢; ed ¢!

=1.2,8 4) siano tra loro omologhe sec
1), Le rette ¢, €2, 63, si possono allora rappresen-

ondo una proprietd che recen-

temente ho rilevata (
tare con le equazioni
Ay =1 [p23 "..I"__})H 1‘% — P x§ -+ Pes Xy Jr (Psr ,”»3() () g — 2, ay)
+ (P12 + Paa) (21 s + 2 2] = 0.

Se al posto di » si assume la sua reciproca 7/ rispetto a Q, si otten-
gono similmente tre quadriche ACTAL A, Le cui equazioni si deducono dalle
precedenti scambiando tra loro Pie © Pss €
egno al termine contenente la differenza z, @s — 5 @,

inoltre, nella seconda e terza

equazione, mutando s
Si hanno quindi le identita

Al——A; = 2(p1: — Psi) Q,
A, — A
A, — Ag = 2i( P31 T P24)

2( ps1 — pai) Q.

I

v
donde segue che le quadriche A, € AL, As e As, As e A; determinano tre
fasci-schiere, che (ulti contengono 0
La rete individuata da A, A,,A; ha per b
generatrici di S appoggiate ad » (e ad 7).
Quattro altre gquadriche F,,...F, della stessa rete somo quelle pas-

asi la retta » e le due

santi per 7 e per le coppie di rette & e ...,¢e4ey, ed hanno le equazioni
Fo=—A JA,+A;=0 , F.= A, \;, +A,=0,
FaE Al *;—:\2——A~_:() s F177~\\1 \. "Ag:O.

5. Quando 7, e percid anche 7', sta in K;, e in questo caso soltanto

le R,R ,Aze A; ¢=1,2,3) coincidono, dando luogo ad una quadrica

che, come luogo e come inviluppo, € apolare a Q. Se, ad es., » ed ' stanno

() Ved. la mia Nota Sulle forme binarie del quarlo ordine, Rend. del R. Istituto
Lombardo, serie II, vol. 54 (1921), p 225. La proprieta consiste in cid, che tra gli ele-
menti dei due gruppi equianarmonici contenuti in un'involuzione sizigetica si pud, in un
modo solo, stabilire una corrispondenza biunivoca tale, c¢he ogni elemento dell'un ‘-vrnmm

e i tre non omologhi dell’altro costitniscono alla loro volta un groppo equianarmonic
y 3 . : . . s . 5 AUATTIONLE S
Sono cosi otto i nuovi gruppi equianarmonici che si possono costruire con gli elem nti
; 4 i : g JJementi
dei due gruppi considerati.
Di due elementi omologhi, ognuno & pure il gruppo polare di prim’ordine dell'al
tro rispetto alla sestupla degli elementi doppi dellinvoluzione. Due tali elementi or
£ apes 5 P . £ > H omo=
lochi sono inoltre uniti per una delle otto omografic
inverse) appartenenti al gruppo ottaedrico delle omografie che trasformano la dett
as f a detta se-

cicliche a periodo 3 (a due a due

stupla in se.
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in K, . le due coppie di piani del fascio-schiera determinato da tale qua-

drica e da ) sono rappresentate da

R = Q(p5 — Pis) 1”/ — Pa1 P2 — 0,

cosicche, entro il fascio, separano armonicamente R e Q ().

Una retta che appartenga ad uno dei complessi K,,K,, K, & inoltre
tale che incontra Q e la quadrica corrispondente in due coppie armoniche
di punti. Lo stesso avviene di ogni retta » tangente a @, in quanto essa
tocca nello stesso punto anche la quadrica corrispondente. Infatti, dicendo Y
il punto di contatto di » con Q, la quadrica corrispondente ad » ha in
comune con Q due generatrici di S’ (tra loro distinte, a meno che ¥ non
giaccia sopra una delle rette ¢;,¢/) e la generatrice di S uscente da Y,
contata due volte. Ne vi sono altre rette che godano della proprieta indi-
cata ; in altri termini :

Tutte e sole le rette dei complessi K, K., Ky e quelle tangenti allo
quadrica Q hanno Ui propriela d’incontrare Q e la quadrica COrrispon-
dente in due coppie armoniche di punti.

Se nvece 7, ¢ quindi anche » ., incontra una delle rette 4;,d.. e
solamente in questo caso, ognuna delle R, R, A, A’ si scompone in due
piani. Di tali piani. uno fa parte di R e di A;, un altro fa parte di R’ e
di A/, e gli altri due piani di cui constano R ed A;, come pure gli altri
due di cui constano R"ed A}, incontrano l'altra delle ¢; . d} in uno stesso
punto. Se infatti » ed »' tagliano, per es., dj, sicohé 25, =0, e si
pone

@ — Js3 T -Pie T3 . ‘:/ =14 Lo — Py Ty

si ha, a meno di fattorl costanti,

A\liit‘(‘:)’ - ,\{:a“'

R =g [“n/’m & — Pis( Pas

=
e

R'= 8" [ P12 Pas @' = pas (P22 — p30) 8]

(1) Ciascuna delle R e Q & polare reciproca di sé stessa rispetto all'alira. Le due
quadriche sono pertanto, sccondo la denominazione di R. Sturm, harmonisch-zugeordnet
mit Vierseits-Durchschnitt: cfr,, anche per citazioni, la mia Nota Sul significaio geo-
metrico di alcune tdentita linear: tra quadrati di forme algebriche, Rend. del R. Isti-
tuto Lombardo, Serie II, vol. 51 (1918), p. 431.
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