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Geometria. — Nuova (rattazione della geomelria proiellivo-
differenziale delle curve prane. Nota 1T di GUSTAVO SANNIA,

presentata dal Socio Enrico D’OvIDIO.

6. In prafica. data I' mediante le (4), si calcolino i coefficienti della
corvispondente equazione (5). poi quelli della (13) con le formule (12)
(ma scritte per A = du)

(13" r—y—pt—pf . x=0—3fy ~28°—p
indi 6, con la (16): si ha cosi il differenziale normale (17) che & l'ele-
mento lincare proiettivo do . Poi si caleoli p, con le (15) (ponendovi per
S Ja derivata logaritmica di ?(73-:/11): poi 1 valori ottenuti per 2, € p.
si sostituiscano nelle (18) e (19) (*°).
(Ma npaturalmente si pud anche operare riferendosi ad un altro A qualunque).
Infine, per costruire la normale 2 (non la tangente £, evidentemente), e
per ora indispensabile procurarsi il punto N, quindi le coordivate normali
di P: queste si ottengono (con una guadratura) moltiplicando le (4) per 4
dato dalla (10) (*°).

(1) Segue, da cid, che 85 e ys dipendono falle derivate dei primi 6 e 7 ordini

rispett. di &,y,2. pa & il primo invariante relativo di T costruito da Halphen per altre

vie. La costruzione di tutti gli invarianti relativi dipendenti da derivate dei primi 7,

8 o0 9 ordini, eseguita pure da Halphen, qui & semplicissima e per oani ordine di dert-
pate, percht :

> mi 7 ordini 2 ogni funzione

1°) Invariante relativo dipendente dalle derivate dei pr
di hy,05e po che sia covariante; p. es. hg 505 — a; ps. 136, hé—‘— 1 (ks —-"—ﬁ:‘\) Seer:

sono invarianti relativi di-

90, Le derivate covarianti Successive Pg,Pa, ... di Ps
pendenti dalle derivate det primi 7,8 ... ordint Tisy ettivamente. Quindi:
3“) ()“,”'. funsione '(;11; S 051

tivo dipendente dalle derivate dei primi T a ordini.
Nella trattazione del Wilezynski il posto di p, & tenuto da 8 = — 27 62p, che &

... Da+n) Che sia covariante p-invariante rela-

covariante di ordine (pese) 8; gli altri invarianti relativi vi si deducono da 65 ¢ 65 con
un certo procedimento Jacobiano.

(1%) Ma, in seguito, si potrd fare a meno della normalizzazione delle coordinate
(quindi della quadratura); perché darcmo una definizione geometrica di n (ed anche di
T ¢ N) (n. 13) che permetterd di determinarla con sole operazion algebriche e di deri-

vagone.

i
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7. Come I' (0o una collineare) individua i differenziali A (17) e K (18)
(a meno di una trasformazione del parametro u), cosi viceversa : due dif-
ferenziali A = a, du (a,=£0) e K=Fk, du individurno (a meno iy una

! | collineazione) una curva T di cui A e K sono l'elemento lineare e lan
‘t! “ .’/”/U ) contingenza, l///}:/[!//' 1 =XK:A (a curvilura; le coordinate nor-
:‘, f il malt @,y ,& di un suo pumlo generico costituiscono un sistema [or(‘men-
i I ; tile di soluzioni dz

{ (22) @s +ail ¢, (a3 (1 2N G =" (&)

i i le derivate covarianti essendo prese rispetto d \
i (R : 1 .
(i 1| Applicando le (8) alla (22), si ha
i
H (_’,Q‘} L&y =) . H:I: L. 3 X, X >
R | ’ aQ . i i g
; mal|zaz, 2 |=|z2 2y =| 2z, 2|"— 38| £, 2o |; quindi la 1% integrata
| | da, per la \7') L Xy Lo :u‘f(l”. [)lIUqlm: n coordinale normali =y 3
il ~ 5
valgono le formole
| 1 (24) (k= alf — WD D i — | & &5 T3 :vli),
{
} In particolare, se come parametro » si sceglie l'arco o, & a, =1 ed
| | [ funzione di o ; e si ha: una curva T ¢ individuata a mno di una coll.
VU dalla sua « equazione intrinseca proiettiva» 1= 1(c); le coordinale nor-
bl mali di wn suo punto costituiscono un sistema fondamentale di soluziony dz
H } (22°) ¢ +Ilgp, (1 +1,/2)p =0 (*?),
IH ¢ st possono supporre lali che sia
|
i i (24") apigsoni] =k, M= |lap s
“j, le derivate (0/'/#’!,/(::'//") sendo faite rispelto a o .
VORI Osservazione — G € un pl'iiljw invariante (intecrale) assoluto di I ;
|
It seque 1, che dipende dalle derivate dei primi 7 ordini di 2,y .5 (0o 3
| §5 . : - 2 > . e
1 per coordinate normali) ; pos I,:4, , Is:af . I; :ai. .. nei quali il massimq
' ordine delle derivate aumenta di 1 successivamente. Ogni altro invariont
Jh assoluto ¢ una [unzione (qualsiasi) dei precedents.
/ /
| ; .
‘ | (*") E la (11) ove si & posto 3’//7,7.17 I, per 1a(19), e q3=03 - 3p,/2 e 21
| per le (16), (17) e (19). i
Ii ‘ ! (*®) La costante d’integrazione si pud supporre uguale a 1, disponendo del fattor
_ ‘ numerico per cui & lecito moliipli le coordinate normali; cfr. ('2)
1 (") Questa equazione & chiamata forma canonica di Halphen della (5) dal Wilezyn-
i . Ay : ; : i
i r ski, loc. cit. (%), pag. 61; il quale invece fa nso costante della pii semplice forma cono-
( | nica di Laguerre-Forsyth, che & ¢ -6, @ =0. Ma per ridurre la (5) a tal forma, o
corre risolvere una equazione di Riceati, mentre che per ridurla alla (22") bastano due
| § ~ 3
1} ! | - 2 ” B = . -
I M quadrature, la (10) e la 0 = frr,«/u con ay = |/By; inoltre essu non & intrinseca come
E 7 J
| ¢ la (227).
i i i
; ‘ 1
¥ ’}
il !
LBt
)|/
|
| §
|
)|
e
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8. L'inviluppo delle normali # e Vevoluta proiettina di I', che ne é
V'evolvente proietliva.

Levoluta di T' ¢ il luogo dei suoi cenlri di curvatura. Perche le

€

derivate delle coordinate di tal punto C(z - 7,/I, ..) (n. 5) (*°) sono z, 4

2

4 25/l — 2, [/1? = — (1 4+ 1/2) 2/1 — 2, 1,/12, ... per la (22'), quindi de-
finiscono un punto della stessa # .
Dird cerchi proiettivi le curve le cui normali concorrono in un punto
(centro). Essi sono caratlerizzali doll’equazione intrinseca 1= 20 (*1).
[nfatti, affinché (" sia un punto fisso. occorre che siano costanti le sue
coordinate non omogenee (lz —+ x.)/(1z + z5) . (Iy -+ #.)/(Is -+ 2,) : ugua-

gliando a zero le loro derivate ed eliminando zs . ys,2; mediante la (227),

81 hanno le equazioni (I, — 2) (22, — zz5) = 0 . (I, 2) (yzs — 2ys) == 0
che, per la 12 delle (24"), sono compatibili solo quando I, =2, ossia'I =

=20 + ¢, con ¢ costante (che si pud supporre nulla con opportuna scelta
dell'origine degli archi o)

9. I punti P, T, N sono vertici di un triangolo (che dird normale) di
cui due lati sono le rette £, n che inviluppano I' e la sua evoluta : 2/ terzo
lato TN inviluppa lo curva luogo del punio T, perché le derivate x,
delle coordinate z,.... di T sono le coordinate di N (supposto le z . ... nor-
mali; efr. n. 5).

Per lo studio proiettivo di I' nell’intorno di un suo punto P . é natu
rale assumere come triangolo d

riferimento quello normale, perché definito
in modo wntrinseco ed inve

inate di ogni punte
quelle di P, T,N,
(25) Xe+Yr,+Zr, , X Yy +2y. , Xs—-Yz 47

M del piano sono combinazioni lineari di

ed i coefficienti X .Y .Z sono appunto le coordinate di M rispetto a TPN

(coordinate localt) e col punto unita Uz 4+ 2, + 2., ...) .
Supponendo che M stia su I" in un intorno di P, la sua 12 coordinata
(non locale) pud svilupparsi in serie di potenze dell'arco PM = o che arre-

sterd al termine in of:
(206) v+ x,0 220821+ - - 250%9! 1 Ryy (3.

I coefficienti sono i valori di @ e delle sue derivate rispetto a o cal-
colatate in P, cioé per ¢ =0, e sono tutte esprimibili linearmente in fun-
zione dei primi tre «, 2, ,r., mediante la (22") con /= z e quelle che

se ne deducono derivando. Eseguendo 1l caleolo, dopo aver posto

(27) L= DL

(*) Daora innanzi (fino al n. 17) supporrd, come & lecito, che sia P 'origine degli
archi o su I' ed ¢, quindi 1o

(™) Per la loro determinazione effettiva occorre integrare la (22), che diventa

1

" 29"+ 29 =0 ed ammette 1'integrale primo @” 4 206 = costante, ma che si

laseia integrare solo mediante serie.

(**) In generale indicherd con R, un resto infinitesimo con ¢ di ordine #.
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o sostituendo in (26), ¢ ha un’espressione del tipo della 19 delle (25),

con ok
X—=1—(1+4h) 33— [,o4/4! + (2 OV, = lhy) e Gy M

a

L (1 8h 702 - 20, — ;) 06/6 |— (42 - 43l — 170 —
950,y — 2Uls + U5) 677 1 ~— (41 - 4014, - 36(4

(28), L 40,02 — 2512 — 31l — 41his — W A=l i = (Ol ==

gy 211, — 8180, - 11143 - 918 + 108U/ls + 48%s—

 Ollyly — 511, — 630l — 2Uls -+ 12) 69/9 1 + Rio

Y — o — 2063/3 | — (1 -+ 34,) o4/4 ! |- (40 - 200, — 515) 96/6 | -+

+ (14 124, + 9718 - 400y — 818 — 6Ly) 67/T 1 — ( 1202 -
700ls — 7ls) 68/8 1 — (6 —

(28); ¢ 8472, — 291, — 1190/s
) — 1644 -+ 961, - 314413 994/2), — 14412 — 663 —
— 230/,0s — 11204, -+ 8/5) 69/9 ! -+~ Ruo

7— o2/2! — 2la4/4! — (1 | 50,) 65/5 ! 4 (4L° — 9,) 66/0 !

; | 19 (20— 14Ul — Tls) 07/7 ! 4 (1 — 803 4 161, - 5508 +
Qi | 681, — 201) 68/8 — (120 + 10802, — 450 —
\ 29700y — 188U -+ 2705) 69/9 | + Ry -

Quesle valgono per ogui punto M di T in un intorno di P .

Mineralogia. — Sulla celestite del caleare madreporico della
Provincia di Messina (V). Nota IIT del dott. FRANCESCO RANFALDI,

presentata dal Corrisp. F. ZAMBONINI.

.

i notevole il fatto. che delle combinazioni osservate nei cristalli di
Tremonti, nessuna se ne presenti in quelli del vallone Marro, o si ripeta
per i eristalli di monte Viale, nei quali & costante il pritma }104{, da me
non rinvenuto. I cristalli di monte Viale sono inoltre molto pin ricehi in
faccie di quelli da me descritti. Tutte le combinazioni da me notate in
questi ultimi sono gia note, invece, nella celestite dei giacimenti solfiferi.
Si ha. percid, un nuovo esempio di somiglianze morfologiche fra cristalli di
giacimenti molto differenti per etd, formazione, ecc. e di differenza, invece,
considerevoli fra quelli di giacimenti che presentano le piu strette analogie.
Anche le costanti cristallografiche della celestite di Tremonti si allontanano
da quelle che Billows ha calcolato per i cristalli di monte Viale, mentre

() Lavoro escguito nell'Istituto di Mineralogia della R. Universita di Messina,




