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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sulle serie di polinomi di una variabile
complessa. Nota di N. Asramescu, presentata dal Socio T. LEVI-
C1viTA.

I. Le serie di polinomi, ¥ @, Pn(x). appaiono come una generalizzazione
della serie di Taylor, > «,2". Lo studio delle serie di polinemi si pud fare
da due punti di vista. Primo, si da una funzione /(z), regolare in un campo
limitato da una curva chiusa (C), con connessione semplice, e si richiede
uno sviluppo in serie di polinomi della funzione f(x), valevole solamente
nell'interno della curva (C). Questo problema é stato completamente risolto (),
dimostrando che lo sviluppo & valevole solamente nell'interno della curva (C),
i polinomi P,(z) dipendono esclusivamente dal contorno (C), mentre i coeffi-
cienti @, dello sviluppo dipendono e dal contorno (C) e dalla funzione f(z).

Un altro punto di vista dello studio delle serie di poiinomi & anche il
seguente. Data una successione di polinomi, Po(x), Pi(2), .., Pa(@), .., di
gradi uguali agli indici, come pure i coefficienti o, @1, .eos @iy e s si chiede
la regione di convergenza della serie ) a, Pu(x). Questo problema ha comin-
ciato ad essere studiato 45 anni or sono da Darboux () e da Poincaré (%).

Nel presente lavoro studio il problema posto per la prima volta da
Darbouz (*), nella Memoria citata, cioé eonsidero le serie di polinomi
> @, Py(x), i polinomi P,(z) essendo definiti dalle relazioni di ortogonalitd

b b
f ¢(2) P, (z) Po(z)dz =10, m==n; r ¢(x) PX(z) dz =1, = cost.' assegnate,
dove ¢(z) designa una fanzione positiva ed integrabile nell'intervallo (a, ) (%)

(1) Faber, Ueber polynomische Entwickelungen (Math. Annalen. 1903, pag. 389; 1907,
pag. 118); N. Abramescn, Sur les séries de polynomes a une variable complexe (Bulletin
de la Société des Seiences de Cluj, Romania, 1921).

(2) Mémoire sur Vapprozimation des fonctions de trés grands nombres et sur une
classe étendue de développements en série (Journ. de Mathém. pures et appliquées. 1878)

(%) Sur les équations lndaires aux différentielles ordinawres el aum différences
finies (American Journal of Matematics, vol. VII): Pincherle, Sui sistemi di funzions
analitiche .... (Annali di Matematica, II, vol. XIT).

(*) Per questo le chiamo Serie di Darbouz e non serie di polinomi ortogonali come
le chiamano i tedeschi.

(°) Queste serie sono state considerate anche dal sig. Picard nel suo corso di Ana-
lisi superiore alla Sorbonne (Paris) nel 1918.
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di ¢ dell’espressione LALh
$(z)

— ) —
IT. 1o. Cominciando con lo studio dei polinomi P,(z), dimostro che il
ipolinomio P.(z) si pud mettere sotto la forma

| Zgo— g1  Tgr—g2 - TG — O
D, (F)
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D)= |9 9= - I

F=(zx—1) gl . g]5=| @(2) s dt,

¢he D,_,(F) e D,_,(¢) sono i determinanti delle forme quadratiche

b
‘ (—1) @(2) (o +Yal + -+ + tna )2 di= 2}: (20p+q — Gp+q+1) YpYq s
“a
o 3
I @) (Yo 1= T+ Y 8= Gt YpYgy P,g=0,1,...—1.
“a

2°. Analogamente il polinomio P,(xz) si pud mettere anche sotto la

-seguente forma

1 1 anr
() = — | (z— a)* (z —0b) Y. (x) |,
Pu(@) 1-2...2(6—a)" ¢(x) dz" E it )\l

Yn(x) essendo una funzione finita per z =0 ed z = /.

IIT. In cid che segue, studio quelle serie di polinomi P.(x) ai quali cor-
risponde la stessa funzione Y,(z) indipendente da n. che indico con W(z).
In questo caso la funzione g(z) & la soluzione comune di un numero infi-
nito di equazioni integrali

(b = a)n ) :// i l
r)= ST TR z — 3)"- 3) Pu(3) dz .
Y(z ( a)" (z — b)"‘[ (z )"~ 9(3) 0

Studio anche il caso ,(z) = ¢(z), e ritrovo tutti i polinomi conosciuti

di Legendre, Jacobi, ecc.

Oltre alle proprietd conosciute dei polinomi P,(z), trovo ancora le
seguenti.

1o, 11 polinomio P.(z) & il coefficiente di ¢ nello sviluppo in serie
— , 4 essendo la radice dell’equazione

) %
(3—a)(z2—1b)

A == =0
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che si svolge con la formola di Lagrange; questa espressione ¢ una funzione
generatrice per i polinomi P,(z).

2°. Se 93(,c)=1p(.5)=(x—a)"(,c— b, 44+1>0, w+1>0,
il polinomio P,(z) verifica una equazione differenziale di 2° ordine, lineare,
la seconda soluzione della quale &

—1_ (, a)=> (, b)—y. (b(t e ,,)ﬂ+). (t-—- b‘)n-o-y. (t - x)—n—l dt 5
! (b—a)" e e Mo t
39, Indicando con ¢y, , Cnu— 1 coefficienti di z" ed 2™ del polinomio

P,.(z), si pud precisare la relazione di ricorrenza fra tre polinomi consecu-
tivi che, nel nostro caso, &

4 Cn—=1,n-1 I, gLl
o Pn+)(1‘) —_— (-Z = a,,) P,,(.Z') + I—]‘_"T’— Pu—lltc) =0 5
Crs1,n+1 Cnmn Ln—y
C. b ol Cnyn—1 Cn+1,n
L= (0 2 (Mo —ar et yla)ds m= =
i “a ]

40, Ricerco quindi il dominio di convergenza della serie di Lagrange:
in cenerale, e poi nel caso del mostro sviluppo. Servendomi del metodo di
Darboux per la determinazione del valore approssimato del termine ge.nera}e
della serie di Lagrange, dimostro che il valore approssimato del PO.I‘“'(’nl.l‘f
P,(x) (dopo aver fatto un cambiamento di variabile in modo che ai limiti
a ¢ b corrispondano 0 ed 1) &

Pu(z) = BE)n &+ (1+e) , §=1—2ecF 4 — 4z,
®(&) essendo una funzione indipendente da » e da . Trovo in pari tempo
1 valori assintotici dei coefficienti ¢, . Cnyn— -

IV. 1°0. Le curve di convergenza delle serie considerate sono ell.issi
omofocali, con i fuoehi in @ e & che ottengo valendomi del valore prossimo
del polinomio P,(x).

20, Le stesse curve di convergenza le trovo anche osservando che P, ()
& il coefficiente del termine genmerale della serie di Lagrange studiata.

V. 1o, Passo poi allo sviluppo in serie di polinomi P.(x) di una f.un-
zione () regolare in una determinata regione. Considero il caso partico-
lare dello sviluppo

a ol

e L l P" é
N R@UW g = %):L‘“-
Sl B I e y

‘e faccio lo studio delle funzioni di seconda specie, Qu(¥), di Darboux.
20. Determino la relazione di ricorrenza che @ verificata dalle fun- |
zioni Qu(y).
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3°. Dimostro che (prendendo come limiti 0 ed 1 invece di a e b),

el [n(l i ;)n
Q) —\(o E e
40. Nel caso ¢(z) =y(z)=(z—a)* (. —b)*, A4+1>0, u+41>0,
la seconda soluzione dell'equazione differenziale che & verificata da P,(x), e
1
n!

(1'= z)st=2=> Qu(z) .

5°. Valendomi del metodo di Darboux per il calcolo dei valori appros-
simati dell'integrale di Laplace. dimostro che i valori assintotici di Q.(y)
ed I, sono
n 2 an S
u dt=®m)n 79" '(1+4¢),
([ == //)n+1

Q:'y) = Ebl//(”

n=1—2y+1V4y*— 4y,

B, k :
L= (—1)" cnyn ( Y(t) " (1 — ) dt = - (14¢€).
o
®@(n) e k essendo indipendente da 7.
Relativith. — Zo spazio-tempo delle orbite kepleriane.

Nota IT di F. P. CANTELLI, presentata dal Socio G. CASTELNUOVO

1. Si & visto, nella precedente Nota (1), che affinché lo spazio-tempo
(1) ds? = — ¢ dr* — et 7 de* -} % ¢* di?
in cui Z,p,» sono funzioni di » soddisfacenti alla condizione

(2) lim 2=1limp=lim» =0,
—>

ammetta geodetiche che siano rappresentate. quando si elimini il tempo. da.
traiettorie di equazione

] d*u ]
(3) (Z(;;—f—zl,:cost:a, it
occorre e basta che sia
: 1 "

0 e

(*) Questi Rendiconti. 1922, vol XXXI, 10

sem., pag. 18.




