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piu oltre i caratteri (%) e (;,) per cui & ancora possibile soddisfare alla
i j

relazione tra i caratteri. Ora, la forma /= (a,ib,—c¢c), a determinante D,

apparterrd, nel corpo K(]/—_—T), ad una classe di forme di Dirichlet P, ,

del tipo P e sard tale, che, la classe KP, appartenga al genere principale.

Segue dunque la stessa conclusione dei casi precedenti.

Le considerazioni svolte in questo numero, e quelle del numero 2, ci
conducono al risultato seguente, ogoetto dell'attuale studio :

Le classi di forme aritmetiche di Dirichlel, del corpo K(f/—1). a de-
terminante D (intero razionale), primilive di prima specie, apparlencnti
ai generi della specie principale (2), soro di tre sole categorie: le classi
rasionali, le classi complesse del tipo P e le elassi (complesse) che si ol-
tengono componendo una classe razionale, mon del tipo P, con una closse
complessa del tipo P.

A questo risultato aggiungiamo ancora l'osservazione: le classi appar-
tenenti ai generi delle specie principale formano un sotto-gruppo del gruppo
di composizione delle ciassi di forme di Dirichlet, che contiene o sua
volta, come sotlo-gruppo, quello delle classi appartenenti al gencre prin-
cipale.

Si noti che se il determinante D contiene fattori primi. razionali, di-
spari, che siano soltanto =3 (mod. 4), questi due sotto-gruppi coincidono,
ed inversamente.

Matematica. — Sulle variela in rappresentazione conforme
con la variely euclidex a pin di tre dimensioni. Nota di Anpo
Finzi, presentata dal Socio T. LEevI-CiviTA.

L. Di recente ho trattato il problema della rappresentabilitd conforme
di una varieta qualunque ad z dimensioni sulla euclidea con altrettante di-
mensioni (1), e sono pervenuto a due serie di condizioni: la prima costituita
di equazioni algebriche lineari nei simboli di Riemann, Ja seconda di equa-
zioni differenziali di 1° ordine nei simboli stessi. Tali gruppi di equazioni,
che qui riporto, senz'altro, dalla mia Nota, sono i seguenti:

1 k
(A) e " (ain Gjx — aix Gjn - ajn Gin — ajn Gix)
G
i (n—1) (n—2) (@ix ap — aimapp) =0,
(B ik G[ —=—(/15) G)‘ — 2(n— H f(;,;; | — (}” k) =) .

(") A. Finzi, Sulla rappresentabilita conforme di due variela ad n dimensioni ('u
sull’altra, Atti del R. Ist. Veneto, tomo LXXNY, parte 28, 1921.
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Per =23 le (A) si riducono ad identita.

Contemporaneamente a me, e con metodi propri, lo Schouten ha trat-
tato lo stesso problema (1), ed & giunto, naturalmente, a due sistemi di
equazioni equivalenti ad (A) e (B), espressi con gli speciali simboli di cul
'autore da aleun tempo si vale. Lo Schouten ha fatto, perd, un’ulteriore e
feconda osservazione. che a me era sfuggita. Si tratta precisamente di guesto.
Nella mia Nota io ho asserito (omettendone la facilissima dimostrazione) che
le relazioni del Bianchi per i simboli di Riemann sono identicamente sod-
disfatte, quando sono verificate le (A) e le (B). Lo Schouten, invece. ha
dimostrato che, per z >3, dalle relazioni del Bianchi e dal gruppo delle
condizioni algebriche si pud ottenere il giuppo delle condizioni differenziali,
le quali diventano quindi snperflue per la rappresentabilita conforme di una
V.. (n>>3) sopra lo spazio piano. Tale risultato pud trarsi molto rapida-
mente anche dalle mie equazioni (A), associandovi le identitd del Bianchi
el aleane loro combinazioni gia costruite dal Levi Civita (*).

Cid mi propongo di mostrare in questa Nota (*). in cui aggiungo ai-
cuna delle applicazioni consentite allo Schouten dalla osservazione sopra
esposta, ritenendone non inutile la trattazione con i metodi del Calcolo diff
renziale assoluto, dato che lo speciale simbolismo usato da quell'autore ri-

chiede una iniziazione tatta propria.
2. Con le posizioni

(1) A, —=a..G —2(—1)G

(2) A= g Apgs s

sid da me introdotte nel citato lavoro. le (A) e (B) prendono la forme
(Ay)  2(a—1)(»n = 2) a@ijnk —+ (@ix <Lin — Qin A —— azp Aixg— Tx Aip) = 0,
(B)) Ave—10.

Derivando le (A,) e tenendo conto delle relazioni del Bianchi

@ijxin — Qijans = U

ldung n-dimensionaler Mannigraliig-

(*) J. A Schouten, Ueber die konforme ADbb
keiten mit ouadratischer Masshesimmung auf e
I/asshestimmung. Mathem Zeitschrift, Band 11, Heft 1/2.

() T. Levi-Civita, Sulla espressione analitica spettante al temsore gravitazionale.
Rend. R Acc. Lincei, vol. XXVII, serie 5% 1° sem. 1917, pag. 381, formole (12).
per altra via, anche dal Weyl in

ne Mannigfaltigkeit mit euklidischer

1921, pp. 58-88.

(%) 11 risultato dello Schouten fu ottenuto poi,
Einordnung der projekt. und der Konf. Auffassung. Nach. d. Ges. d. Wissensch. zu

Gottingen, 1921, s. 9.
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dalle (A,) si passa alle

Aip A;‘m -+ @y Aj/h = Qi -’\)m; — @p Al + ik A aji Ak

e da queste, moltiplicando per o e sommando rispetto ad 7,7, si de-
ducono le

o y
5 S ‘ x
(r—3) Ajw = a5 > ,, a™ Ky + a5 >, & Ay .

T &=

Se si tiene conto delle posizioni (1) e (2), e delle identita del Levi-
Civita

(G52 == 8yt

9 \*”_ il
=

dianzi citate, si riconosce facilmente che le due sommatorie del 20 membuc

delle equazioni precedenti sono identicamente nulle; per eui da esse si trae

(//—;’J‘)A\)M:[L

e per z >3 si hanwo, quindi, le (B,).

3. Quando » > 3. le condizioni necessarie e sufficienti, affinché una
varietd V,, sia rappresentabile conformemente snila varietd enclidea. sono
dunque date dalle sole equazioni (). che nel precedente lavoro ho messo
sotto la seguente forma intrinseca:

(A"

}/p q,rt

” T
(A") Ypg.pt = > r Vgt s

: 1
(A”' _____}

/pg\pqg — ( Yy 4 voyg) ——————— >
e = TR
(indici tutti distinti), con riferimentc ad una qualunque ennupla di con-
gruenze ortogonali della varieta data.

Se. in particolare, ci si riferisce ad una ennupla principale (*), dovendo
per essa aversi

1
Dot =0 (gF8) « > tom=ep
1

in cui o

<p

sono gli invarianti principali, le precedenti assumono I’aspetto piu

semplice

Ypart =0 , Ypo=0 , (n— ]) (n—2) Ypepg — (2—1) (0p 04! S O .

(*) G. Ricci, Direzioni ¢ invarianti principali in una varietd qualunque. Atty del
R. Istituto Veneto, tomo LXIII, parte 22, 1903-04, pp. 1233-1239, cfr. pag. 1236,




k. Si voglia ora trovare per quali varieta V, (n >3), immerse nello
spazio piano ad z -1 dimensioni (ipersuperficie), le condizioni (A’), (A”), (A"
giano verificate.

Bastera ricordare che ogni ennupla che risulti delle linee di ecurvatura
di una ipersuperficie ad » dimensioni. & per essa una ennupla principale, e
che fra le ennuple principali ne esiste una almeno per cni sono soddisfatte
le equazioni

(3) Ypgrt =0,
ogni volta che la combinazione semplice (7¢) degli indici 1,2 ....,7, & di-

stinta dalla (pg), e alle equazioni
(4) ]

Ypa,pg = Py

)
]

in cul @y, gy, ..., 3, sono indeterminate (1).

Le (A") ed (A”) sono senz'altro soddisfatte, se lo sono le (3); le (A"),
in virtn delle (4), diventano

(2) (n—1) (n—2) Ip Pg —
n
\ ) ) 2
n—"1)3505 B—p,) - ;"‘/'b*.jl‘i:T ‘jr—B?.
o
ove B= > p°. Le (5) si muatano in identitad, non solo se si smppongon

tutte ngnali le 8,. ma anche se si suppongono uguali z — 1 di esse

Ponendo nelle (5), in lnogo della combinazione (2, g), successivamente,

le combinazioni (z.7),(Z,/%) e sottraendo, indi (7,7) e (£, /) e sottrasndo,

si ricavano le equazioni

y 3\ ) 3 q 2 s 3
(8; — Bx) — 2) 8; 3; — Ok Bt=20
N B R
(3: — B%) —2)8 3 Ay — B 8—10

(3 — 3% (3i— 8) =0.
Queste. e l'osservazione fatta sopra, esprimono il teorema: Fra le 1per-
S fi ens (n >3 sono ippresen abili conf
S A ) { LLMmé siont tutte e S"v'h" L9 1 el ¢ ! er ‘Iv’ ’/”U“I'
1 " 3; S01 ( il (B).

5. Dal Ricei fu dimostrata questa notevole proposizione (%): Ammetfono

forn /0 Q i ronoruenze normali e isolrope tutle e Sol¢

) T. A. Schouten, loc. cit., pp. 87-38. Il caso n =3 fu trattato da me nella Not

La inersun. re dimenstoni ¢ st possono rappresentare conform, Sutlo spPasio euctiaco.

y Veneto, tomo LXII, parte 23, 1903,

) 3 14 ronriel airinseche date
(. Ricel, Sulla determnas e dotate proprield wnlrinsech {

"o Rend. R. Accad. Lineei, vol. XIX, seriv 5%, 1° sem 1910, pp. 181-187.
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le varieta a tre dimensioni che si possono rappreseatare conformemente
sullo spazio euclideo.

Il teorema si estende facilmente alle varietd con un numero qualungue
di dimensioni maggiore di tre (!). Se si suppone infatti che la V, ammetta
una ennupla ortogonale (che potrd assumersi come ennupla di riferimento)
costituita di congruenze normali ed isotrope, per essa saranno soddisfatte
lIe condizioni seguenti :

i =0 3 Yhii = Ynjj

per ogni terna di indiei &,z ,j distinti.
In tale ipotesi, per gli invarianti y a 4 indici. varranno le relazioni

Yhikj = 0 ) Yhihi = Yki,kj »

Yhii Yki,kj = Yhk,hk + Yijii »
in cui k,?,%,j sono da intendere variabili da 1 ad », ma tutti distinti.
Le relazioni del 1° gruppo coincidono con le (A'); da quelle del 2° (dando
a /% tutti 1 valori da 1 ad =, diversi da Z e 7, e sommando) si ottengono
le (A”); e infine da quelle del 3° gruppo™ (dando a j tutti i valori da 1
ad #, diversi da 7 e 4. e sommando, indi a % tutti i valori da 1 ad ».
eccetto £, e sommando) si hanno le (A").

Risulta pertanto che ogni V,, nella quale esiste una ennupla ortogo-
nale di congruenze normali e isotrope. & in rappresentazione conforme con
la varietd euclidea; la proposizione reciproca non ha bisogno di dimostra-
zione, e perd il teorema di Ricel risulta generalizzato, come si voleva.

Matematica. — Swlla equazione funzionale f(z+y)=[f(z) f(y).
Nota I di Sinvio MiNETTI, presentata dal Socio T. Levi-CiviTa (?).
I. INTRODUZIONE. — I& noto (*) che se una f(z), funzione della z nel
senso di Dirichlet. soggiace alle seguenti ipotesi:
1) é definita in tutto il campo reale ;
2) in un intervallo prefissato, ¢ =z < b, si mantiene reale. ed in-
feriore in valore assoluto ad un numero positivo M :
3) in tutto il campo reale soddisfa all'equazione funzionale

(1) f(z9)= [(2) [(7),
ovvero all'altra
(1) [+ y)=f(z)+ [(y).

(*) Di questa generalizzazione lo Schouten fa cenno nella nota 33 a pié di pag

del citato suo lavoro.
(?) Presentata nella seduta del 19 giugno 1921.
(3) Darboux, Math. Annal, Bd XVII, 1880, pag. 55




