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Geometria. — Nuova lrattazione della geometria provettivo-
differenziale delle curve piane. Nota III di GusTAvO SANNIA,
presentata dal Socio Enrico D’Ovipio (}).

10. Il fascio di coniche aventi un contatto di 3° ordine con I" in P & in-
dividuato dalla Z*=0 (¢ contata due volte) e dalla Y*—2X7Z =0,
perché dalle (28) si ha

Y? — 2X7 = — l6%/2 - ¢°/5 -+ [*a%/6 < (70{/, — 61) 07/5! 7 —
(29) — (100Us - 1854, - 25208 - 21) 68/7 1 2 - (561, — 481, —
— 25203, — 16/2) a®/7 12 IR, .

Da (28) e (29) segue, poi, che
(30) Y®—2X7Z |- 2/Z* = 0°10 — (67/42 — (21 + 1351, 4 8521l,) 0%/7 12 -
- (2802 — 481,) 0°/7 12 + Ry,
e quindi che
(31) Y2 1Z2—2XZ =0

¢ la conica osculatrice (contatto di 4° ordine) di I' in P.
11. Or consideriamo i/ fascio di cubiche aventi contatto di 7° ordine
con I' 4n P . Dalle (28) e (30) si ha

Q) (X, X, B)=5(Y> —2XZ | 20 7*) Y — AZ®
= — [0%/28 — (63 + 45/, -+ 17601(s)6%/7!2 4R, .
(82) \ @, (X ,¥ ,Z)=>5(Y* —2XZ -} 2/2*) (1X — 61Z) — 14YZ*
- — (567 + 454, - 1760/Ls) 68/6 1 2 -
L (24002 —350,) 6°/7 12 - R, ,

quindi

o (2,(Y,Y,Z)=5(Y*4172>—2XZ) Y — 473 =0,
(33) { @,(X, ¥, %) =5(Y +12: — 2X7) (/X — 31%) — 14YZ* — 0
sono due cubiche (basi) del detto [ascio

(34) a2 (X,Y, %) +062,(X,Y,Z)=0 (a, 0 cost.).

(*) Presentata nella seduta del 2 giugno 1922.
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Basta dare ad « e & valori il cui rapporte sia invariante per coll.
(cioé, una funzione di o. di 1 e delle derivate di I rispetto a o) affinché
la cubica (34) risulti definita in modo invariante per collineazioni. E di
aleune di queste possiamo dare definizioni geometriche.
12. Cosi: per

(=
(29)

o — 7 (1184 - 451, - 8811,), , & =—2.6!1

la (34) ¢ la cubica osculairice (contatto di 8° ordine) d¢ I in P, che ¢
surosculatrice s

(36) 7(126 + 45 1, + 880 11,) (1134 451, - 8811,)
4+ 6!21(12012 — 851;) = 0 (*).

Se la (36 @ soddisfatta in tutti i punti di I', questa coincide con la
.ubica osculatrice: quindi le cubiche sono caratteriszale da U'identita (36).

13. Importante é la cubica base £, = 0. caratterizzata da cid: ¢ (o
anica cubicn del fuscio che abbia un punio doppio in P (24).

Dicesi (con Wilczynski) cubica nodale penosculante di I' in P.
/

Perche P ¢ un n per la cubica, le cui tangenti sono le relte ¢

ed n (n. 9)

Con ¢id risulta geomelricamente definita la normale proiettiva n (*°),
quindi anche il punto T (0,1,0) come polo di n (Y =0) rispello alla
conica osculttrice (31) e il cenlro di curvatura (. 5). per la proprieta
del n. 8; e quindi anche 2/ (erzo lato TN del (riangolo normale, come
polare di C (I,0.1), e quindi i, punto N 7. TN ; sicche 7/ trian-
golo CTN ¢ autopolure. Si ha poi che: ¢ ire punt di flesso (uno reale,
due immacinarii) della cubica nodale penosculante giacciono sulla 2% tan-

gente ¢ (la 12 & ¢) che dal punto T s puo condurre alla conica oScula-

trice. ed hunno per coordinale

37) X=1 , Y=2/4:5 (tre valori) , Z=2 (*).

Infine : fra le cubiche del faseio (34), la seconda cubica base 2, =0

¢ caralterizzata dal suo passaggio per RS 0)

(23) Perche, moltiplicando le (32) per i valori (33) di « e [ —2/), si ha nel
90 membro uno sviluppo che incomineia col termine in ¢°, il ecul coefficiente e il 1°
membro di (36), a meno di un fattore numerico.

() Perche, come ¢ facile verificare, la (34) e le equazioni che siottengono ugua
gliando a zero le derivafte parziali prime sono soddisfatte da Y /A 0 solo se & 0.

(25) Tufatti 922,/dYdZ & I'unica derivata seconda di £, che non si annulli per
Y =7 —0.

(2% B rimane giastificata Vosservazione (%)

(27) Perche la 1* delle (33) ¢ inconirata dalla sua Hessiana 5(3Y* 4+ 2XY — 1Z%) Y —
— 1273 — 0, oltre che nel punto doppio Y 7% =10, nei punti (37) ove ¢ incontrata dalla

retta ¢’ di eq. 2X — 17 0 che passa per T ed & tangente alla (31).
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14. La conica (31) , osculatrice per I', & tale anche per ciascuna ecu-
bica (34), con la quale ha 5 punti comuni in P:

el sesto punlo comune ()
ha le coordinalte

(38) X=—=4a*1-4914 |, Y=_—28qap . 7 =980°.

Solo per b=0,Q coincide ancora con P dunque la cubica nodale
penosculante 2, pud anche essere definita come [« solu cubica de
(34) per cui lu conica osculatrice ¢ surosculatrice.

Solo per =0, Q = P giace su #, ed allora & il punto (I,0,2), che
giace pure sulla (31); dunque £, pud anche essere caratterizzata come
quella cubica (34) che incontra la conica osculatrice nei due punti
contro con la normale proiettiva.

L fascio

d'in-

Le cubiche (34), per cui a — = 71 [, & =2, sono caratterizzate
dal fatto che sncontrano la conica oSculatrice in uno de; punti dz con-

tatlo delle tangenti alla conica osculatrice comdotte
tura C (**).

dal centro di curve-

La cubica (34), percui a =12, h — 226, é caratterizzata dal fatto che

¢ tungente alla normale proiettiva (come la nodale, ma) n un punto di-
verso da P .

15. Le cubiche del fascio (34). avendo 8 punti a comune (in P). ne

ne
hanno anche un nono (come & noto) H, detto punto di Halphen, che, come

si vede risolvendo il sistema (35), ha per coordinate

(89) X=2%-7213.52]t = Y-—92.5.73] =15

SN (20)
Coincide con P solo se in P la curvatura I é nulla, ed allora P dices
(con Halphen) un punto di coincidenza di I .

16. Ze curve 1 cu; punte son tulti punti di coincidensa

(considerate
da Halphen) si presentano qui come curve g

curvatura 1 nulla.
Esse sono la spirale logaritmica che laglhia @ suoi raggi vetlori sotto
un angolo di 30° e le curve collinear: (Halphen) (2°).
Piu generalmente, le cuwrve anarmoniche (di Halphen) si

presentano
qui come a curvatura 1 costante. Partendo dalla (22’

(22°) , che diventa ¢""
+ ¢+ @ =0, se ne trovano interessanti proprieta (3!), f

ra eui quella
di ammetlere un gruppo continuo di collincazioni in se

stesse. Questa
l'altra I = cost. non sono dunque proprieti dei cerchi (n. 8) (come accade
|

nella geometria metrica)

(*8) Che sono i punti ove detta conica e incontrata dulla TN(X 0).

(*) Ora si pud definire il punto unita U (n. 9): come quello che fa acquistare
punto di Halphen le coordinate (39).

(*®) Lo si prova integrando la (22') che qui diventa @' @ = 0. Cfr. Wilezynski
loes cit. (2), cap. III, § 5, ove si trovano altre proprieta di queste curve,
(*') Per le quali rinvio a loc. cit, (%), cap. III, § 8.
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