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Mate natica. — Alcuni teoremi sulle equazioni algebriche.
Nota di Luter Fanrappii, presentata dal Socio L. Brancar (*).

Colle teorie di Galois sulle equazioni algebriche, e fondamentalmente
colla considerazione del gruppo di Galois di un’equazione, viene data una
classificazione completa ed esauriente dei vari tipi d'irrazionalita che oc-
corre introdurre per risolvere le equazioni stesse. Cosi la risolubilita per
radicali si traduce nella proprieta del gruppo di Galois di avere per fattori
di composizione solo numeri primi, l'irriducibilita dell’equazione nella tran-
sitivita del gruppo, ecc.

Restava perd una lacuna quando si trattava di sapeve se, quali e quante
radici di una data equazione erano esprimibili razionalmente 1'una per l'altra ;
e questa lacuna credo di aver colmata coi teoremi che seguono, e che io ho
trovati prima incidentalmente per il campo razionale durante la composi-
zione della mia tesi di laurea: « Le forme decomponibili coordinate alle
classi di idealy nei corpi algebrici». A questo lavoro anzi, che sara pub-
blicato negli Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, rimando
per maggiori schiarimenti su questi teoremi.

Sia dunque ;

(1) ) = s S B A0S o + apn-y @ + an 0

un'equazione algebrica di grado #, irriducibile in un dato ecampo di razio-
nalitd R, contenente i coefficienti dell'equazione stessa; e siano J, , ¥s, ... .,
le sue » radici, certamente diverse.

1 noto allora che se una radice %, della (1) si esprimera razional-
mente in R per un’altra radice 3, anche #; si esprimerd razionalmente in
R per ., ed esprimeremo questo fatto scrivendo & v J9i; per la velazione
espressa dal segno v vale dungue la proprietd simmetrica; non solo, ma
vale anche la proprietd transitiva, poiché se & 4, v Jy, e Fsn (ciog P
esprimibile razionalmente in R per ¥, e %, esprimibile razionalmente in
R per ;) sard anche evidentemente ¥, v 7,.

Potremo allora distribuire le » radiei & della (1) in un certo numero
h di eruppi, ognuno dei quali contenga tutte e sole quelle radici che sono

(*) Pervenuta all'Accademia il 13 lnglio 1922.




modita indicheremo ora le % con due indiei, il primo indicante i

lle dello stesso oruppo. Siano ‘llm‘];(,.

esprimibili razionalmente per un'altra qualsiasi del gruppo stesso, e per co-

1

a cul la radice stessa appartiene, il secondo per distingueve la radice fra

L gruppo

on coefficienti appartenenti

|siasi sostituzione g sulle &

lone stessa, per un noto

ndicando con #,. e I,

le proprieta che una qual
lue lettere di una ste

una medesima orizzonta

2ione (1), quando es
ma qualche sua
nnrimilivo, e le h ore

var sislemi d'imp

listribuiseono in

contenenle un equ

rasionalmente L'un




— 7 —

Trorema 8° — L'equuzione (1). a gruppo imprimitivo, si potra con-
siderare ottenula mediante l'eliminazione di y da due altre equazion:
(4) o) =y"+ecy '+ - Fay+a=0
(5) V() - vy () & + 0y(y) = 0

una di grado h equale al numero dei gruppi, con coefficienti ¢, (r—=1,2, ... h)
aprartenenti a R; e un'altra di grado v con coefficienti [unzioni razionali
in R di y, che dara, per ogni radice y; della (4), le v radici di un me-
desimo sistema &’ imprimitivite iy, Figs - - - Fiy -

Essendo poi queste quantita esprimibili razionalmente 1'una per I'altra,
queste equasiont (5) risulleranno sempre normali.

Se in particolars il grado dell'equazione irriducibile & un numero primo
p. potranno darsi solo due casi, e cioé o l'equazione & normale (v =p), 0
nessuna delle sue radici e esprimibile razionalmente per un altra (v = 1);
quindi

TrorREMA 4° — Se una radice di un’ equazione irriducibile di grado

pirimo p ¢ esprimibile rasionalmente per un'altra, Uequazione stessa e 7ri-
solubile per radicali, anzi si risolve estraendo wn'unica radice d'indice p .
Infatti 1'equazione sard normale, il suo gruppo di Galois sard percid

d'ordine p eguale al suo grado, e quindi ciclico essendo p un numero primo.

TEOREMA 5° — Se il gruppo di Galois di un’equazione irriducibile
(1) ha transitivita multipla, nessuna delle radici dell’equazione puo espri-
mersi razionalmente pzr un allra.

Se infatti fosse 4, v»» U, cioe

I = q(F)

si potrebbero portare, con una sostituzione g del gruppo di Galois, le due
lettere 9, ¢ <, in due altre arbitrarie Y. e J. per cui sarebbe ancora

I, = q( \‘);)
e ponendo %, = I, Y ancora arbitraria, si avrebbe

I = ,/(.‘/>) =

cioe tutte la radici risulterebbero ecuali, il che & assurdo, data 1'irriduci-
bilita dell'equazione (1).

Se quindi il gruppo di Galois di un’equazione ¢ il gruppo totale G, !,
che & il easo piu generale, nessuna delle radici é esprimibile razionalmente
perun’altra, avendo il gruppo transitivita multipla. In questo caso h=n,v=1;
I'altro caso estremo # = 1,» =17 si ha quando l’equazione & normale, cioe
tutte le radici sono esprimibili razionalmente 1'una per l'altra.




