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Geometria. — Area, lunghezza e curvatura di una figura qua-

lungue. Nota d

E ben noto
figura piana., 0
, :
dandosi solamen

di quantita nun

i Uco Cassina, presentata dal Socio C. SOMIGLIANA (@)

, d'un solido, o di area di una

come 1 concetto A1 volu
di lunohezza d'una fioura rettilinea si possa stabilire fon-
te sull'idea di limite superiore od inferiore d una classe

1eriche

Piiit complessi sono invece i concetti di area d'una superficie curvd,
e di lungh d'una linea: Per stabilire questi, col dovuto rigore. & indi-
spensabile ricorrere allidea d 7 0 unzione.

Svariate definizioni sono state proposte di tali due ultimi enti; e molte
e molto note s mbbli {ell'ultimo cinquantennio su questo ar-
gomento (°).

[o voglio ora richiamare ne decli studiosi su un modo nuovo
di introdurre i concetti d 1 g 1 — insieme ad essi — anche
il concetto di curvatura a1 gura :

Ho trovato che ) tali enti una origine unica fon-
dandosi sulla nsiderazi del ne d ficura costituita dai punti che
hanno dalla figura p: li ninore od egunale ad una di-
stanza prefhssa 1 1

Questo | :dimento ‘ i ermettere una generalizzazione
di tali couc D ‘ tabiliti per una figura qua-
ungue. In parcicolare Si 1va tto di lunghezia di un campo
a | dim 20N1 1 ( {

Per lo studio del solid enerico indispensabile ricorrere ad una
formola di Steiner la gua ( I volume del solido compreso fra due su-
pul“h:iw parallele

Nella presente Nota le nuove definizioni di area, lunghezza e cur-
vatura valevoli per qualunqu rura ed una nuova dimostrazione di tale
teorema di Steiner; infine accennero ad alcuni del risultati a enl sono pel
venuto applicando le mie definizioni alle fign piu elementari, al corpo

convesso ed al

olido generico (

Fard uso solo dell’aleoritmo classico

(1) Pery a ceademi 4

(3) Si efr., 1 F. Sibira S U lefir i area d'una superficie. (Period.
di matem., vol. XXI 1906, p. 3

sina, Volume. area, lunghezza wrvatura di una figura. (Atti della
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L. Sia » un solédo, o una superficie, o una linea od un insieme qua-

lunque di punti (ordinari), ciod una fgura. La figura u sia finita, cioé: le

«distanze di due punti arbitrari di » abbiano limite superiore finito. Sia %

un numero reale assoluto (o distanza). Allora con «sol (%, %)» indicherd il
solido formato dai punti la cui distanza da « & minore od eguale ad /.

La considerazione del «sol(x, /), che & fondamentale per la mia ri-
cerca geometrica. si presenta naturalmente anche in altre questioni non geo-
metriche.

Per es.: imaginiamo che » sia una figura luminosa immersa in un
mezzo 1solropo “(superficie d'onda). Allora la luce che parte dai punti di
in un certo istante /,, dopo un certo tempo £, si trova sul contorno delle
sfere di egnal raggio (funzione del tempo e del mezzo) contenute nello spazio
in cui si propaga la luce ed i cui centri sono i punti di #. E se indichiamo
con A il raggio di tali sfere, allora la luce che parte da #, dopo il tempo ¢,
si trova sul contorno del sol (u, /), e precisamente su quella parte del con-
torno che appartiene allo spazio in cui si propaga la luce.

Orbene, per una stessa fignra » il volume di sol (%, £) & una funzione
di h la quale, nei casi piu comuni, ¢ intera di 8° grado in 4, ciod & della
forma :

(1) Volnm sol (z, k) = 4 -~ Bh + Ch® 4 Di?,

in cui D, se la figura » esiste, & indubbiamente differente da zero. Da sem-
plici considerazioni di omogeneitd risulta che le grandezze A, B. C, D che
figurano in (1) sono rispettivamente un wvolume, un'area. una lunghezza ed
un numero astratto; e, se il campo di variabilitd per % e stato convenien-
temente scelto, le grandezze A, B, €, D non variano al variare di 4: cioé
sono funzioni di # e non di A. Se poi » & una superficie, allora la quantita
numerica 2 non differisce essenzialmente dalla curvatura integra, conside-
rata da Gauss, della superficie stessa.

Per questi motivi, chiamerd area, lunghesza e curvatura della figura «,
e li indichero rispettivamente con « Aru», « Lonu» e «Curva» , gli enti
cos1 definiti:

{2) Ar u= lim [ Volum sol(«, h) — Volum u]/(2%) ,
h=>0 :

(3) Lon % = lim [ Volum sol (x, ) — Volum u — 24 Avu]/(7wh?) ,
h=>0

(4) Carvae=lim [ Volumsol (. 2) — Volumu —2hAvu — wh® Lonu ]/ (4/3 mh?).
h=>0

Risulta poi:

(5) Volum # = lim Volumsol (%, 4); quindi:
h=>0

Renpiconti. 1922, Vol. XXX1, 2° Sem. 12
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A per & in modo che valga
u, quello di 2k Varea,

« Se & possibile fissare il campo di variabilit
la (1), allora il coeffleiente di 4° da il volume di
quello di A la lunghezzs ed infine quello di 4/3 h® la curvatura . ’
Nei casi ordinari le definizioni qui date coincidono evidentemente con
quelle proposte da tutti gli altri autori.
2. (id premesso vengo alla dimostrazione dell
_ Male formola serve a calcolare il volume (

a formola di Steiner (*)
a cui accennavo dianzi lel solido
compreso fra dus superficie parallele.

Lo Steiner la ricava partendo dalla considerazione
un'altra dimostrazione semplice e generale

di superficie polic

driche parallele; io ne dard qui
Sia :

3 (@)

in cui / ammette le derivate parziali di tutti gli ordini che occorreranno
perficie o. Una superficie siffatta la dird talvolta 7

punto (z,%.3

J’equazione d'una su -
qolare. Siano X, ¥,Z i coseni direttori della normale nel
di ¢, ed & un numero reale assoluto; allora indico con o' la superficie pa-
rallela a o descritta dal punto di coordinate ',y .2 tali che:

' — hX: ‘/(' =y hY: 3 =3z —+— hz.

Gon X', X'y, X, ecc. indicherd rispettivamente le derivate parziali
di X rispetto ad z, ad y ., a 2, ecc.; e con do e do' gli elementi d'area

nei punti corrispondenti (z,y ,3) ed (2’ .y ,8). Allora, per il noto teorema

sulla trasformazione degli integrali multipli (Lagrange a. 1773), se ai vo-

lumi ed alle aree si da un segno

i heoXl HX =ul
do’ d(z'.y',5") = "
Ao d(z.,y,3) s, s Jouil] i
h Z,‘, h /’ 2 |

LG RE B0 AL D U e 6 ik
Ma se con /7 ed K si indicano rispettivamente la curvalura media e
la curvatura totale di o, 8i ha:
quindi :
(6) doa=(l *}— h //—}— LK) do.

Dalla (6) integrando si deduce che il volume V del golido compreso

fra le due superficie ¢ e o' & dato da:

(*) J. Steiner, Uber die parallele Flichen (a. 1840) (Gesam. Werke, 2 Bd., pp. 174-176)




T
(7) V=nhfdo -+ /2 [ Hdo - k3 (K do,

che & la formola di Steiner ().

Una formola analoga alla precedente, si ha per il calcolo dell'area com-
presa fra due linee parallele piane.

Se si indicano con ds e ds gli elementi d’arco in due punti corrispon-
denti su due linee parallele piane 7 ed L' alla distanza &, e con g il raggio
di curvatura di Z, si ha:

(8) ds' =ds (1 4+ %/o);
e quindi l'area S compresa fra le due linee parallele & data da:

(9) S=hfds - h2/2ds/e ().

In un'altra Nota caleolerd il volume compreso fra due superficie paral-
lele con punti singolari (spigoli, vertici, ecc.) ed applicherd il risultato
alla determinazione della lunghezza d'un solido con punti singolari; qui,
invece, enuncerd soltanto alcune proprietd che sono conseguenze immediate
delle mie definizioni e del teorema di Steiner.

Sia 7z il solido racchiuso dalla superficie ¢ considerata dianzi, solido
che distinguerd con il qualificativo di regolare. Allora:

Il solido regolare v hu: area equale alla meta dell’area del suo con-
torno ; lunghezza equale a 1)(27) moltiplicato per Uintegrale, esteso a

5
(1) Tale formola nei trattati di Geometria differenziale si dimostra — notoria-
mente — con lunghi calcoli fondandosi sulle relazioni fra le grandezze fondamentali di
19 e di 2° ordine.
(3) Ai concetti di lunghezza e di curvatura d'una linea piana si pud giungere anche

rifacendo nel piano delle considerazioni analoghe a quelle fatte nello spazio per giungere
alle definizioni generali date nel n. 1.

Infatti: Sia @ un piano contenente la fignra finita u; allora se si indica con
«supq (u,h)» la figura costituita dai punti di @ la cui distanza da u & minore od egual
ad h, facendo il calecolo materiale, si verifica che:

Ar u = lim Aveasupq(u,h),
A>0

Lon u = lim [Area supg (%, k) — Aru ]/(2h),
A>0

Cury « = lim [Area supa (4, A) — Ar u — 2k Lonu] /(7 k%),
h>0

ove il simbolo « Area» ha nel piano significato analogo a quello del simbolo « Volum »
gia usato nello spazio. -

In modo analogo ed ovvio si possono estendere le definizioni del n. 1 alle figure
o campi ad » dimensioni. Per una tale figura, avrd quindi senso parlare di curvatara-

integrale, lunghezza, area, volume, ecc.
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della curvatura media del suo contorno ;
Uintegrale. esteso a lulta la

tutla lu superficic che lo limita,
curvatura eguale a 1/(4m) moltiplicato per
superficie che lo limitn, della curvatura totale del suo contorno. Ciog:

Arz=1/2(do ; Lonz =1/(27) [ Hdo ; Curve — 1/(4m) (K do.

Ogni superficie reqolare chiusa ha lunghesst nulla, ed area e cur-
vatura doppie di quelle del solido a essa racchiuso.

Per altri teoremi velativi ai solidi multiplamente connessi; ed al cal-
colo delle aree, lunghezze e curvature della s/era, parallelipipedo rettangolo,
cilindro circolare retlo, cono circolare retlo, poliedro convesso, prisma,
poligono convesso, segmento, corona circolare, superficie sferica, superficie
laterale d'un cilindro circolare retto, toro solido, superficie d'un paralle-
lepipedo rettangolo, rimando alla mia Nota gia citata.

Come es., riporterd la seguente proposizione:

Per una sfera solidt, l'area ¢ equale ad un meszo dell’aren del suo
contorno ; la lunghesza e 1};/1((/'/} a quattro volte f/llf?//u del suo raggio; la
curvatura é equale ad 1.

Inoltre osservo che il procedimento ivi seguito & forse suscettibile di
essere introdobto nella Scuola Media per il calcolo delle aree delle superficie
curve: infatti si giunge a tali enti senza ricorrere al concetto di limite e
facendo uso soltanto delle formole che danmo i volumi dei solidi della geo-
metria elementare.

3. Terminerd accennando ad aleuni risultati, che credo nuovi, ottenuti
applicando le mie definizioni al corpo convesso. Ho dimostrato che:

La curvatura Cuna fiqura convessa é sempre equale ad 1;
ed ho trovato un notevole legame tra l'area del corpo convesso e quella
della sua proiezione su un piano arbitrario, e tra la lunghezza del corpo
convesso ¢ quella della sua proiezione su un piano o su una retta arbitraria.

Precisamente ho dimostrato che:

Larea d'una figura convessa e equale a 1/(27m) moltiplicato per
Uinteqrale sferico dell'area della proiezione della figura su un piano ar
bitrario ;

Lo lunghezza d'una figura convessin é eguale a 1/m* moltiplicato per
Uinteqgrale sferico della lunghezza della proiezione della figura su un piano
arbitrario ; od: é equale a 1/(27) moltiplicato per Uintegrale sferico della
lunghesza della proiezione della figura su wuna retta arbitraria.

Il concetto di znlegrale sferico & introdotto cosi:

Siano ¢ e 6 rispettivamente la longitudine e la colatitudine d'un
punto d'una superficie sferica di centro un punto arbitrario O e di-raggio
unitario, e sia / (¢, 0) una funzione numerica di ¢ e di 6§ definita per ogni
punto di tale superficie; allora all'integrale:
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' znni(p (n/'(q .6)sin6 do

0 )

ho dato il nome di integrale sferico di /.

Quindi se » & un figura convessa ed » & il diametro di detta sfera
passante per il punto di coordinate (¢ 6),e con « Proj (z,7)» e « Proj(u, Ir)»
si indicano le figure costituite dalle proiezioni ortogonali dei punti di # ri-
spettivamente sulla retta » o sul piano diametrale perpendicolare ad ». i
teoremi precedenti in formole si scrivono cosi:

1 (2 7 ; :
(10) Al U= — ‘ ”r/gp . " Area Proj (», Ir) sin 6 46 ,
2” 0 0 ;
1 (2w T ! o
(11) Lonu = — | de ‘ Lon Proj («, Ir)sin 6 d6 =
L) 0
] "27 (7 : ,
=—| 7(/(; | " Lon Proj (% , 7) sin 6 d6 .
27

0 0

Si tenga presente che qui le aree e le lunghezze delle proiezioni si
considerano in valore assoluto.

Per le dimostrazioni di tali teoremi rimando ai numeri 3, 4 della Nota
citata.

Soltanto osservo che in esse ho fatto uso di alcune relazioni che legano
I'area, la lunghezza e la curvatura del solido «sol (z.k)» rispettivamente
con la derivata vispetto ad A del volume, dell'area e della lunghezza dello
stesso solido.

Precisamente, nelle ipotesi del n° 1, si deduce:

(12) Ar  sol(z, )= 1/2 D Volum sol(« , &) ,
(13) Lon sol(x,h) = 1/mD Arsol(u, k),
(14) Curvsol (z, h) = 1/4 D Lon sol(z, &) .

ove D indica la derivazione rispetto ad 2 (').

(*) O. Chisini, in nn lavoro pubblicato dopo la presentazione di questa Nota.all'Ac-
rittibile, del cerchio

cademia, (Le proprieta di massimo dei poligoni e dev poliedri circos
e della sfera; Period. di matem., serie 1V, vol. IT, n. 4, p. 353) approfitta del nuovo
concetto di lunghezza di un solido, ed enuncia le seguenti eleganti proposizioni:
« Fra i poliedri di cui ¢ data la lunghezza e la giacitura delle faccie quello di su-
perficie massima & un poliedro circoserittibile » ;
« Fra i Solidi convessi di data lunghezza la sfera ha area massima».
(Aggiunta alle bozze di stampa)




