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Geometria. — e geometrie di Sophus Lie e le geometrie
non pitagoriche in generale. Nota di ApRIANO MACCONE, presen-
tata dal Corrispondente G. FuBINI.

Nolle geometrie fin qui considerate viene studiata una forma quadratica
differenziale definita positiva
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che si assume (per naturzle generalizzazione del teorema di Pitagora) come
quadrato dell'elemento lineare ds .

Sophus Lie, abbandonando il concetto di elemento lineare, ha studiato
alcune geometrie che non rientrano n:l tipo precedente, ammettendo che
due punti abbiano un solo invariante: la loro distanza, e che pit punti
abbiano un solo invariante, le mutue distanze due a due.

Nel presente lavoro mi propongo di abbracciare sotto un sol punto di
vista le une e le altre geometrie ('), senza ammettere la forma quadratica
per L'elemento lineare, ma partendo perd sempre dalla concezions di elemento
lineare.

Assumo come elemento lineare una espressione del tipo:

dx, dax, L/;l‘,.)
= (1 7 e L s
(1) ds = da, w(fl ) Ly X o e oy

¢ cerco quando & che ammette un gruppo di movimenti.
Si devono considerare a parte gli elementi lineari che dico degeneri,
del tipo:

ds=dz, ¢z, x z day dzioy  drgg, day
Tl AN e O SR, iy S

generalizzazione di quelli a discriminante nullo.
Per gli altri osservo che ogni trasformazione infinitesima

e e el iy e
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(*) Limitandomi alle geometrie piane.
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ampliata con la introduzione delle variabili

) (II'I‘:. 4/.1‘3 u’.r,,
5=, §o = S OROL
dx, da, ‘ dx,
diviene del tipo :
. _ 0 R o D d d N
S R +:€ — DRSSy \t U = +’, ‘. 1 /T
AT, Al KA A3, A )
dove &
dE,s dre d&, d& de, d&,
N = — e ey, =2 — -
A2, dr, dx, : dr, da, da,

Chiamando con & un parametro infinitesimo ed uguagliando a zero la

variazione della forma differenziale (1) si trova, dopo aver diviso per da, :

Slaxg ---+ n—1 Sz, i S
’¢-‘l[(‘::‘. ':1;‘._»‘,2-{-‘..\—;1 Siz, 1 &iay &1 Sy 82 )]+
.—}-gp;_[(f,, E,.,::[—{—..)—?,‘ (E'«'n o 01 :_._)]=0
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dove con & ., . indico le derivate parziali delle & rispetto alle z; e della ¢
rispetto a 3.. Equazione questa che pud chiamarsi di AZl/ing generalizzata.

Premettiamo il lemma di Bianchi veneralizzato :

Una geomelria, se mon € deyenere. non pud nmmellere due trasfor-
mazioni infinilesime nelle x; proporzionali con le slesse traietlorie.

Con un cambiamento di coordinate una trasformazione infinitesima pud

e

- L P - ot 2 & . . A
ridursi a — talehe &, =1,§ =& —...=%,=0. Se l'equazione di

2

Killing generalizzata é soddisfatta oltreche da & =1,8=...=¢&,=0,
anche da o%, dove o non & costante. deve essere:

Pz, (O, T Oy 1 .--Qg,”anx)—_—-“

da cui @, =0, e allora l'elemento lineare ¢ degenere.
Se limitiamo ora la ricerca alle geometrie piane, abbiamo :
L'elemento lineare degenere pud ridursi ad uno dei due tipi:
1°) ds =dz ¢(z), che, posto X = (¢(z) dz pud ridursi alla forma dX;
20) ds = dr g(x , y), che, con la trasformazione z = X, ¢(z, y) = Y2
pud ridursi a Y?dX .
Allora la piu generale trasformazione finita che conserva 1’ elemento
lineare & del tipo:

X'=FX) ; Y= 4}77
11 (x)
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con I segno di funzione arbitraria. Una delle geometrie di Lie (Theorie
der Transformationsgruppen, vol. 111, pag. 436) & degenere e pud ridursi
a questo secondo tipo con passaggio a coordinate polari; il gruppo studiato
dal Lie & il gruppo lineare omogenco speciale a 3 parametri, ed & un sot-
togruppo di quello a infiniti parametri da noi considerato.

Per trovare ora tutte lo geometrie non degeneri con un gruppo di mo-
vimenti, poiché un gruppo con piu di tre parametri, possiede un sottogruppo
a tre parametri, cosi cominciamo con lo studiare quelle delle geometrie che
ammettono un gruppo a uno, a due, a tre parametri e ci serviremo all'uopo
della tabella di Lie (opera succitata, vol. ITI, pag. 57) che da un tipo ca-
nonico a cui si riducono le trasformazioni infinitesime generatrici di tali
gruppi, traseurando qu lli con due trasformazioni infinitesime proporzionali.

Tralasciando di viprodurre qui i risultati a cui portano i gruppi ad
uno e a due parametri della citata tabella, non suscettibili di semplice
interprotazione, passiamo ai gruppi a tre parametri:

[l gruppo (pag. 57, § 14, n, 3):

(1) q.p,ap—+cyq

fornisce per sostituzione nell'equazione di Killing tre equazioni che, inte-
1

grate, danno ¢ = z'"° a meno di un fattore costante; e per I'elemento li-
neare avremo:

1
il = 1k (‘fi’lyﬂ
da
che pud chiamarsi elemento lineare della geometria Euclidea generalizzato,
poiché per ¢ =—1 diviene ds=1{'dwdy; o a cui si riduce ovviamente
il primo invariante di Lie [vol. [IT, pag. 436].
Definiamo ora per questa geometria I'invariante di due direzioni uscenti

da un punto (angolo) e troviamone una rappresentazione sul piano euclideo.

Considero il grnppo prolungato del g¢ruppo dato le cui trasformazioni

infinitesime generatrici sono le trasformazioni del giuppo prolungate due

$ o . Are. dy aY " .

volte mediante l'introduzione delle variabili ¢ = -~ | Z= —=, e integro il

dx dX

sistema di equazioni alle derivate parziali che si ottiene uguagliando a zero

tali trasformazioni. Si trova:

p=0;9=0;ap+cyqg+(c—1)s ;—{—('c—llZE7 ={0);

. : 2 ] : z
Integrando si ha: log ;— = cost. , e I'invariante cercato & appunto log 7
#3

che gode della proprietd additiva.
Le geodetiche sono linee refte.




Il gruppo (pag, 57; n. 3, § 14):

(2) ; g p xp+ (x4 vy)q i

fornisce per sostituzione nell’equazione di Killing tre equazioni che, inte-
onde, a meno di una costante, abbiamo per ds la

grate, danno ¢ =e¢—*,
forma
Sy
1/S = dre dx
che & il quarto invariante di Lie (vol. 1II, pag. 430).
Volendo definive l'invariante di due direzioni per una tale geometria,
dovremo, operando come precedentemente, integrare il sistema :
d d
g=0,p=0,2pF++VN¢g+ —+==0 ‘
: pY: Y/ b
e l'invariante cercato ¢ s —Z di cui @ evidente l'interpretazione sul piano
euclideo. Esso e additivo. Le geodetiche sono linee rette: y = ma -+ n
La distanza di due punti in termini finiti & data da:

m [-‘ m
e | dp = e (2, — @) -

I

gruppo (pag. 57, n. 3)

|p.op+yg.2*p+ (2zy 4+ 9°) ¢

fornisee per sostituzione nell'eqnazione di Killing tre equazioni
9 =0 . 9+y9,=0 , yo,+2¢;(1+1)2=0

da cui integrando :

e quindi abbiamo per s
] 11 +2l dz* 4 dx d
ds =dz 5 48 l/ B "/21 g

che & I'elemento lineare della geometria non enclidea. In Sophus Lie &
dato nella forma geodetica (pag. 436, vol. III). Si pud domandare ora, se
il groppo dei movimenti pud avers piu di tre parametri. Quantunque sia
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geometricamente intuitivo che c¢id non pud essere, fissiamo un gruppo a tre
parametri entro a questo gruppo, diamo a s la forma nota corrispondente
e, sostituitala nell'eyuazione di Killing, risolviamo questa rispetto a fen,

trasformazioni infinitesime generatrici. .
3 ; 1 ;
Per il gruppo (1) abbiamo, posto I sostituendo a ¢, 3™ :
P13 R/ 3 o W i
A= AR = — _), mer' —4z2— ——2*=0
(a.r g W w i Dl'+ W
da cui:
P R ok 1377 1-n 28 21 RS
s L g ' 2~n7_24n e
TRl el i o e el 0y
e se m & diverso da 2 ('), si ha ovviamente:
& 1 5
B—tm—l):anﬂ i 25, 10 : Sl
Pl W N/ PR

onde
E =Ko+ K 1 n = Key + K"

ciod il gruppo ha tre parametri. A identico risultato si perviene negli altri

casi.
Termino dando un quadro dei possibili tipi di ds trovati:

1° degeneri:
ds = dX 3 ds = Y?dX

20 non degeneri :
! Lav

dx

ds =dx (@)H o Ul =dhne
dz

t | d
ds:]/([x y‘dx Y

(") Se m =2 si perviene allo stesso risultato. Se m =1,ds & degenere.
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