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D'altra parte, per la (12), a causa ancora della disuguaglianza di

Bessel, risulta :

(16) >

n
n+l

P 5 *b @IRis(@) 3
V(K nlr AL Tonaple °
',+ k ((;n;,)’ *_‘ {d [)(‘l) /)(.I') 8 i )

9, successivamente :

3 n+p
a7 y L (CB)E=M.N,
s :

ove N indica il massimo della funzione [%((%J nell' intervallo (a, ).

Dalle (14), (15), (17) si trae cosl, per ogni # e p:

(18) S BrE

n+l =

W = MNH1)
== 9

Matematica. — Ancora sopra un teorema di Painlevé relo-
tivo alle equazioni differenziali a punti critic fissi (‘). Nota di
FraNcEsco Tricomi, presentata dal Corrispondente F. SEVERI (%).

3. Acquisito che la curva d intersezione I', della superficie ¢, col
piano », = 0, se non si spezza, e necessariamente di genere zero od uno,
si perviene agevolmente al teovema di Painlevé. All'mopo poniamo nella (2)

. i—ox
14 f————
(14) / a(x—uz,) + b’

|

da cui segue
(15) 3=1[alx —xzo) + 0]y + ez,

essendo ¢, 4 e ¢ tre costanti qualsiasi. La (2) si mutera allora in un'altra
equazione dello stesso tipo, ma in z, che potremo supporre sia la (3), e le
due equazioni o saranno entrambe a punti critici fissi, o entrambe non lo
saranno.

Per determinare le relazioni intercedenti fra le due funzioni P e Q,
basterd derivare due volte la (15); si ottengono cosi le formule

(16) ) g = [a(‘z — %) /’] .//, Lay-l-e
; ( 4" =[alz—=z,) - b] y" | 20y ,
(*) Vedasi la Nota precedente in questi stessi Rendiconti, a pag. 188. La numera-

zione dei paragrafi e delle formule & in continuazione di quella di detta Nota
(%) Presentata nella seduta del 19 giugno 1922.
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che, unitamente alle (15), mostrano come, in particolare, i due polinomi

(17) P(.’Eo

v,y y") e Qls,e,2"),
sono tali che il secondo pud pensarsi ottenuto dal primo, ponendo

(18) s—by “cxm, , @ =by +ay+te,d =by" 2y

In altri termini: le due superficie o e o, rappresentate rispettiva-
menie wn coordinate (% . %z, %s) ¢ (V1,02 Vs) dalle equastont

P(wolulau2~un):0 . Q(zo|v1,v2,03) =0,

sono omologhe mell’omografia R rappresentolo dalle formule

(19) vy = buy - cxo , Vs = 0t bus = ¢ , v3 = 2a Ue - bits.

Cid posto, consideriamo sulla superficie o 11 sistema lineare oo* = costi-
tuito dalle intersezioni di detta superficie coi piani (paralleli all'asse us)
rappresentati dall’equazione

(20) au, —bu, +¢c=0

al variare delle costanti @, & e c. Eccepito il caso in cni ¢ sia un cilindro
colle generatrici parallele all'asse u; (1), tale sistema dovra necessariamente
essere costituito di curve irriduttibili, perche, pel teorema di Kronecker-
Castelnuovo (2), le sole superficie irriduttibili dotate di un sistema oo® di
sezioni piane riduttibili, sono le rigate e la superficie di Steiner; e. in en-
trambi questi casi, 1 piani determinanti le sezioni in discorso costituiscono
1'inviluppo dei piani tangenti alla superficie.

Osserviamo ulteriormente che, in virtl delle (19), il piano (20) ha per
omologo, nell’omografia 2, il piano v, =0 il quale sega la superficie o,
nella curva I',. Ne segue che tale curva & irriduttibile e quindi, in forza
della proposizione dimostrata nel § 2, il suo genere & zero od uno. Se ne
conclude che anche la curva I, intersezione della superficie ¢ col piano (20)
¢ di genmere zero od uno. ciod che sulla superficie @ esiste un sistema
lineare =, di dimensione 2 e quindi di grado n = 1. di curve irriduct-
bili di genere 3ero od uno. Ma, per un teorema di Castelnuovo-Enriques (%),

(1) Questo caso @ da escludersi corrispondendo a quello in cui, mancando in P
la y”, l'equazione differenziale data si riduce di prim'ordine.

(*) G. Castelnuovo, Sulle superficie algebriche ecc., Rend R. Acc. dei Lincei, s. 5%,
t. I1I-1 (1° sem. 1894), pag. 22.

(®) Ved. p.es. la Nota di Castelnuovo ed Enriques ageiunta al t. IT della Théorie
des fonctions algdbriques de deux variables indépend. di Picard e Simart (Paris, Gauthier-
Villars, 1906), n. 22, pag. 510.
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una superficie dotata di un sistema lineare almeno oo di curve di genere 7w,
di grado »>2mw — 2, & razionale o trasformabile birazionalmente in una
rigata; dunque la superficie o o & razionale o & birazionalmente equivalente
ad una rigata, necessariamente elléttica.

A. Tl teorema dimostrato nei paragrafi precedenti deve la sua impor-
tanza sovratutto al fatto che esso permette di sostituire ad una data equa-
zione a punti critici fissi del tipo (2), un sistema di due equazioni diffe-
venziali del primo ordine particolarmente semplici.

Tnfatti, supposto per primo che la superficie ¢ sia razionale, sard pos-
gibile trovare due parametri & ed 7 tali che si abbia

( =Ry (%] &) « %2 = Re(2o|&,m) , % =Rs(]&,7);
( & =8, (%,

Uy U yths) 5 ) = S (Do | %1, Usyus) ,

dove Ry, Rs,...S; denotano delle funzioni razionali degli argomenti a destra
della sbarvetta. In altre parole, non supponendo pit &, fisso, l’equazione

differenziale (2) pud rignardarsi ottenuta eliminando & ed 7 fra le equazioni

(a1) y=R\ (@

£,m) . yi=Rs(=|&,9) , ¥"=Rs(x|&,7);

eliminazione che pud pensarsi compiuta sostituendo, in una qualsiasi delle (21),
i valori di & ed 7 in funzione di y, 7 e y” dati dalle formule

(22) E=S(xly.y.y"), 1=S8ly,yy)

Cid premesso, deriviamo le (22) rispetto ad . otterremo cosi

( (ZE A\Sl 381 ’ )\VI 1" ]SA "y

\ T ey ar Y +MT Y
dg 8 S Aok Se

'_l=_2 Ly+;fu"+)’L//"'.
de RV L e

ovvero, sostituendo ad 7" il suo valore

o 2P P 2P P
y" = — — — " /
J ()J i Y Y+ ! 4 ) Y

tratto dalla (2):

dk Ak
\ 7w h(@y,y,y")
(23)

dy '
2 2 =1 (@]9,9'5y"),
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dove T, e T, denotano due funzioni raziomali di y, y e y”. Finalmente
sostituiamo, nelle (23), ad y, 4 e #" i loro valori dati dalle (21); otter-
vema cosi d&/dz e dn/dx espresse come funzioni razionali di & ed 7, cioe
otterremo un sistema di due equazioni differenziali del 1° ordine in & ed 7,
equivalente all’equazione differenziale data, che pud porsi sotto la forma

dE _ Y<;c|§ 1)
\ dz ~ X(z|&,7)
| dn_ 2(s]%.1)

do e X (zl[ESm)E

(24)

dove X, Y e Z denotano tre polinomi in & ed 7, con coefficienti funzioni
analitiche di 2, primi fra loro per z generico.

In modo perfettamente analogo si procede allorche la superficie o, in-
vece di essere razionale. é birazionalmente equivalente ad una rigata ellit-
tica. In tal caso & possibile trovare tre parametri &, 7) e ¢, legati dalla
relazione

P=nn—1[n— H(z)ll;

tali che la superficie ¢ possa rappresentarsi parametricamente con le formule

i = glE @i ¢ us = Ry (20| £,7,8) o+ us=R3 (%0]|§,7,0)

| &= S (oo |t a2 %) » 1= S5 (@o |ty » 2, us) 5 & =55 (zo]ma, Ws ,Us) 5

dove Ry, R¥,..S: denotano delle funzioni razionali degli ultimi tre argo-
menti. Si perviene cosi al sistema differenziale

& 1 A e

\ ila m : Y. (z|&,7) 4+ Yu(|E, ) V/n(n—1) [n— H(=)] :
dn 1

| R = T (el +hel )Ty —E@ |

dove X*. Y,, Yo, Z, e Z, sono cinque polinomi in & ed # tali che, per
generico, X* o1 massimi comun divisori fra Y, e Y. e fra Z, e Z., sono

primi fra loro.




