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tonicamente disturbatrice (per intenso corrugamento e rovesciamento), che
possiamo denominare zona di Canossa.

Se poi esaminiamo il rilievo di « La Collina » sopra Banzola, special-
mente risalendone i burroni che lo solcano dal lato orientale mettendone
bene a nudo la costitnzione, vediamo essere formato dalle marne grigie
(Miocene inferiore) suborizzontalio appena dolcemente inclinate verso nord-ovest
in mndo appunto che, prolungandone gli strati in tale direzione. essi an-
drebbero a collegarsi, almeno parzialmente, con quelli analoghi e con analogo
andamento stratigrafico, per rovesciamento, che (come si & sopra accennato)
sviluppansi in fondo a Val Campola tra Casola e Votigno

Per cui quando giungiamo in cima di « La Collina» e ne vediamo le
marne mioceniche coronate da una larga placca di Argille scagliose col
soliti calcari alberesi, grugni ofiolitici. ece. e naturale che la interpretiamo
come un lembo residuo della analoga e poco lontana zona cretacea di Ca-
nossa per avvenuto suo rovesciamento ad est-sud-est ; cid che del resto ¢ tanto
piu comprensibile considerando la somma plasticita delle argille scagliose,
che ne permette lo stiramento e lo schizzamento anche a distanza, con
naturale ripercussione sui terreni che sono con esse a contatto.

Il fenomeno é interessante sia in sé stesso, per la sovrapposizione di
una placca isolata di Cretaceo al Miocene, sia pel fatto clie esso dimostra
come siano stati intensissimi i fenomeni di compressione e di conseguente
corrugamento dell'Appennino settentrionale non solo dopo I'epoca eocenica,
come generalmente si ammette, ma anche dopo quella miocenica.

Del resto vari fatti dimostrano che il corrugamento appenninico (come
forse anche, analogamente, quello alpino) andd complessivamente propagandosi,
dall'epoca eocenica in poi, dalla regione assiale a quella periferica o mar-
ginale; tanto che quivi (cioe nella regione subappennina) ne furono talora
interessati persino i depositi pliocenici; cid probabilmente per 1" intenso
diastrofismo che apri 1'Bra quaternarvia.

NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematiea. — La Geometria sopra una curva dedotta dal
computo dei moduli. Nota del dotf. Oscar Carsini, presentafa dal
Corrisp. ENrIQUES (1).

Il numero M = 3p — 3 dei moduli da cui dipende una curva algebrica C,,
di genere p, considerata come identica alle sue trasformate birazionali, &
caleolato da Enriques con due notevoli metodi fra loro essenzialmente diversi;
vicorrendo per il primo alla considerazione del sistema | Cy,{ delle curve

piane C,, d'ordine z e genere p (2 = p -+ 2), e per il secondo a quella delle

(") Peryenuta all’Accademia il 25 settembre 1923.
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-9 punti di diramazione assegnati (*). In

vette # — ple con m=2n + 2p .
ero M viene a dipendere dalla dimen-

entrambi i metodi si trova che il num
sione 7= n—p della g7 completa definita sopra una C, da z punti in posi-
zione generica.

Ora mi si & presentata 1'idea di riavvicinare i
randoli da ogni ricorso ai teovemi della Geometria sopra una curva, che vi
i in modo affatto accessorio: cosl, conside-

due procedimenti, libe-

interviene in qualche punto, ma
rando come incognita la suddetta dimensione 7, sono pervenuto ad una equa-

sione da cui si deduce »—n—p, la quale relazione esprime il teorema

fondamentale che n punti generict determinano, SOpra unt eurva Cp, di ge-
nere p, una ga® completa. Da questo teorema, stabilito in un primo tewmpo
cosi solo per le curve a moduli generali, segue facilmente tutta la teovia.

La quale indico qui assai brevemente, per la grave ristrettezza di spazio,
rimandando, per i particolari, alla Teoria geometrica delle equaziont (vol. I1I,
libro 5°, § 34 bis) di Enriques-Chisini, dove tale teoria si trovera sviluppata;
qui intanto desidero richiamare I’attenzione del lettore anche sul modo con
cui si deduce il teorema di Riemann-Roch, modo che potrebbe trovar posto
in qualunque altro ordinamento della teoria stessa.

Veniamo ora alle proposizioni della nostra teoria, riferendone le dimo-
strazioni per quelle cui importi chiarive I indipendenza dalla Geometria sopra
la curva, o appaiano qui altrimenti notevoli.

1. Sopra una C,, di genere p, una gj completa ha la dimensione
Py g Py g

r=n—p-+i, conp=i=0.

9. Esiste un numero finito di rette 2 — ple di genere p, birazional-
mente distinte. dotate di m=2z -+ 2p — 2 punti di diramazione dati ad
arbitrio (2).

3. Le curve piane C,,, di ordine # e genere p, per n>p + 2, for-
mano un sistema continuo (*).

(*) Atti dell’Acc. di Torino, gennaio 1912. Dal confronto dei due metodi I'A. de-
duce il teorema d'esistenza delle rette » — ple, nella forma elementare di arbitrarieta
dei 22+ 2p — 2 punti di diramazione. I due procedimenti quivi indicaki sono riprodotti
in forma pitt ampia in [inriques-Chisini, 7'¢oria geometrica delle equaziont, vol. TII,
libro 5°, §§ 33 e 34.

(2) Questo teorema fu stabilito per via algebrico-geometrica, senza ricorso al com-
puto dei moduli o a considerazioni di geometria sopra la curva da Enriques. Egli ne da
brevemente la dimostrazione in una Nota dell’Accademia di Bologna (17 aprile 1921), dimo
- strazione riferita per esteso nella Zeoria geomelrica delle equazioni (vol. 111, libro 59, § 33).
Utilizzando, come mostrd Severi (Ace. Lincei, 1915), il feorema di Liiroth-Clebsch rela-
tivo alla forma canonica di una riemanniana, ne deduce 'arbitrarieta delle sostituzioni
inerenti ai punti di diramazione (donde I'estensione del teorema ai pin piccoli valori di z)
e I'irriducibilita del sistema delle C, (efr. nota 4).

(®) Teorema stabilito direttamente da Knriques nella citata Nota di Torino del 1912

(cfr. per una esposizione critica estesa Enriques-Chisini, loc. cit.), che segue anche dal

teorema d’esistenza (vedi nota precedente).
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4. La dimensione di questo sistema {C,,{ vale 8z |-p—1, e non
piit, 1 punti doppi imponendo condizioni indipendenti ('). Infatti, nell' ipotesi
contraria, imponendo altri  punti doppi, si avrebbe, entvo il sistema )Cypf,
un sistema di eurve razionali d'ordine 7z, tale che, sopra una curva del si-
stema, le curve infinitamente vicine segherebbero una ¢;,—, di dimensione,
almeno, 37 — 1.

5. Primo calcolo del numero M dei modulz (*). — Si indichi con o 1"infi-
nita delle eventuali trasformazioni birazionali di una C, (generica). Si osservi
poi che sopra una C,, per z = p | 2 le ¢ (generiche) formano una va-
vieth a p — i -3 (e —p f12) —6=38a-+42p — 6 | 2; dimensioni, e che
ciascuna ¢% da origine a una curva piana Cup € alle sue oc® trasformate
proiettive, mentre allo stessoinsieme di ., proiettive corrispondono tutte le oof g7
di C,, ottenute da una di esse wmediante le oof trasformazioni birazionali
della C,. Segue

M=@Br4+p—1)- Bn+20—6+2) —8fe¢=3p—3+0 — 2i.

6. Secondo calcolo del numero M dei moluli (3). — Esiste un numero
finito di C, (birazionalmente distinte) rappresentate sopra una retta n — pla
con m=2n -} 2p—2 punti di diramazione dati ad arbitrio, mentre sopra
una C, le g5 dipendono da 22 —p -7 — 2 parametri, e Vi sono oof g do-
tate di m — ple proiettive di gruppi di diramazione. Segue

M=(m—3—QQu—p+i—2)fo=3p—3+o—:.

7. Uguagliando i due valori di M segue z=0, cioe
TroREMA. — Sopra una curva generica di genere p. un gruppo ge-

nerico di n (= p --2) punle appartiene ad una serie complela 037*.
(ome corollavio: un G, composto di p punti generici mon pud appar-
tenere ad una g;.
8. Sopra una curva (generica) Cpy le curve @n, aggiunte d ordine h, segano
una serie complett (e formano un sistema non sovrabbondante) per h =2 — 2.
Segue che segano serie complete anche le ¢, con A<z —2; si ha cosi il

G —1+1 3
teorema del resto. In particolare le ¢, s segano una '/f:'p;:’ con =0 spe-
ciale, per cui ciod l'ordine supera la dimensione per meno di p. Chiamiamo
questa serde canonica.
Lia dimensione della serie canonica ¢ esattamente p — 1, altrimenti p
punti generici apparterrebbero ad una gp.

() Nella citata Nota di Torino dell’Enriques il computo della dimensione 3z p — 1
del sistema }Cpp) si riconluce a quello della dimensione della serie segata su una par-
ticolare Cnp dalle curve del sistema, ad essa infinitamente vicine, e include quindi no-
zioni sostanziali della Geometria sopra una curva, che qui importu inycce stabilire.

(%) BEnriques, Nota in Atti dell’Ace. di Torino, 1912.

(*) BEnriques, Nota dell'Ace. di Torino, 1912.
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un gruppo generico Gy di p 1 punti, si con-
formano un G, speciale, 108 apparte-
P,P,..P,, esard s =p—1,

9. Preso sopra la (y
siderino i punti che insieme al Gy
nente ad una gp. Si avranno cosi certi punti ‘
poicheé fra i punti P; vi sono certo i p — 1 punti ch
mano un gruppo canonico.

Ora si prova che s=p —

o insieme al G, for-

1, cioé che « ogni Gy speciale appartiene

1 J N « Al
alla g%, canonica » (almeno — per ora —- quando il G, contenga un G;._,
e
= S )
generico non appartenente ad una Jp—1)-
Si consideri infatti la serie completa definita da G- -+ Pi 4= Ps . == Ps:

La sua dimensione vale esattamente s, imperocché diminuisce Successiva-

mente di 1 quando si staccano i punti P, P ...

. 3 1 e v
seire fisso, altrimenti il G,_, apparterrebbe ad una gp-,. Ma mon pud es-
conterrebbe un G, generico.

nessuno dei quali pud riu-

sere s = p, altrimenti questa serie, speciale,
1 1£3 1 ame 1 21 > =

10. Segue, in tutta la sua generalitd, il teorema di Riemann-Roch, che

stabiliamo prima pel caso di una g% completa speciale (z < p). Aggiungendo

# punti generici, si

ad un @, generico della nostra gL un gruppo di p

: : —1 : e
ottiene un G, speciale contenuto nella g% ", canonica (entro il G, esiste

un G,_, non appartenente ad una gp_,. onde la deduzione & esatta). Per-

tanto i gruppi della ¢n appartengono ad ooP—" gruppi camonici.

Infine, se si ha una g completa speciale per cui 7=7n — p—t¢, im-
ponendo » — 1 punti fissi si passa al caso di prima, onde segue (teorema di
Riemann-Roch) : wz gruppo di una serie speciale completa g2 appar-
tiene ad o= gruppi canonict.

11. In cid che precede i teoremi caratteristici della geometria sopra
una curva sono stabiliti per curve Cp, a moduli generali; ma facilmente si
passa al caso di una C, parficolare : bastera infatti stabilive che — per una
sua immagine piana C,, (d'ordine # =p 4 2) — le curve aggiunte di un
corto ordine m segano una serie completa, poiche, per 7 alto, il sistema

di queste ¢, non & certo sovrabbondante, e sega quindi una serie la cui
dimensione vale 1'ordine meno 7.

Ora se la serie segata su C dalle sue aggiunte ¢n non & completa, la
serie completa verrd segata dalle aggiunte @ , d'ordine m' = m , passanti
per un certo gruppo di punti G . Ma, considerando una C variabile che ha
per limite C, la serie segata su questa dalle ¢, aggiunte, potra essere
segata similmente dalle ¢, passanti per un gruppo G che ha per limite G .
Il teorema del resto nella sua forma proiettiva (che qui appunto vogliamo

estendere da C a C) dice che « ogni gruppo di punti sezione di una @

per G appartiene ad una @, 7; e questa affermazione — per sua natura —
rimane vera anche al limife.




