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Matematica. — Due semplici espression: del numero dei nu-
meri primi compresi entro linuti assegnati. Nota del dott. Lurer
FANTAPPIE, presentata dal Socio T. Levi-Crvira.

1. Sono note varie espressioni del numero Ngpg dei numeri primi com-
presi entro limiti assegnati e, @ ; e per una completa bibliografia su guesto
argomento ritengo opportuno rimandare all'opera classica del Landau, Hand-
buch der Lehre der Vertheilung der Primzahlen, Teubner, 1909. Fra i la-
vori italiani mi limiterd a ricordare quello del prof. Levi-Civita (), che ot-
tiene N, mediante 1'indicatore logaritmico di una funzione P(z), ricavata
dalla serie di Lambert, che si annulla per z= — n, con = primo, e una
Nota del dott. Sbrana (®), in cui N, & dato come limite di una certa
sommatoria.

Nonostante cid mi sembra di un certo interesse riportare due nuove
espressioni che, essendo ottenute mediante trascendenti ben note e di facile
trattazione, sembrano suscettibili di ulteriovi sviluppi e applicazioni.

2. Vediamo intanto le proprieta pit evidenti della funzione

|
(1) F(3) = sen® vz 4- sen® (n I‘_(z)z_fl_)
che & senza dubbio molto meno complessa, tanto della {(s) di Riemann,
che della P(s) di Levi-Civita, o della @(s) di Von Koch, contenendo sol-
tanto funzioni trigonometriche e la I'(s) Euleriana, le cui proprietd e rela-
zioni. anche colle stesse funzioni trigonometriche, sono ben conosciute.

Osserviamo che, avendo la I'(s) dei poli per s=0, —1, —2,.. —7,...,
anche la F(3) avra delle singolarita essenziali pet valori interi negativi
o nulli dell’argomento ¢ per 3 =oo, punto di condensazione dei precedenti,
ma sara uniforme e regolare per qualsiasi allro valore di s nel piano
complesso.

Essa poi, per qualsiasi valore reale di s, essendo data come somma
di due quadrati reali, sard sempre positiva, e sull’asse reale potra annul-

(1) T. Levi-Civita, Di una cspressione analitica alta a rappresentare il nwinero

dei numert primi comprest in un determinato intervallo. Rend. Acc. Lincei, 1895, 1° sem.

(2) K. Sbrana, Sul numero dev numeri primi inferiori ad un limite asscgnato. Rend.

Acc. Lincei, 1922, 2° sem.




el =
larsi allora e allora soltanto che siano separatamente nulli i suoi due ter-
mini, quando cioé sia contemporaneamente

\ sen rs = (0

(2) ( sen(n——rls)_f— l)=t)

N

Perche¢ sia soddisfatta la 1% equazione, dovrd intanto s essere uguale
a un numero intero », certamente positivo [altrimenti la F(z) avrebbe in »
una singolaritd essenziale e non una radice]; perché poi sia soddisfatta anche
la 2% equazione, occorrerd evidentemente che sia intero anche il numero

rs) +1 Lm0 L

3 y n ;
Ma il ben noto teorema di Wilson (*) dice che questa espressione sara eguale
a un numero intero (per = intero) allora e allora soltanto che n ¢ un nu-
mero primo. Quindi in conclusione abbiamo che:

La [unsione ¥(s), definita dalln (1), gode della proprieta fondamen-
tale di annullarsi sull’asse reale per quei soli valori di 3z eguali a un

wmero intero primo (o all’ unitd).

3. E questa la proprietd fondamentale della F(s) che applicheremo per
le ricerche successive. E infatti, dato che F(s) & regolare in tutto il semi-
piano R(s) =& >0, e quindi anche nei punti s =7, con 7 intero positivo,
potremo chiudere questi punti s =n con tanti cerchietti C,, di raggio 7, > 0
abbastanza piccolo perché in essi la F(s) non si annulli mai, eccettuato,
al pil, il solo centro z= 7 se infatti non fosse possibile determinare questo
raggio 7, , significherebbe che s = 7 sarebbe un punto di concentrazione per
le radici di F(z) e quindi sarebbe una singolaritd essenziale per F(z) stessa,
contrariamente a c¢id che abbiamo visto. Osserviamo poi che le radici di F\(2)
date da s =p, con p intero primo, sono tutte radici doppie; infatti, oltre
F(p)=0, é anche

F'(s) = 7 sen 271z - 7 sen [27g(2)]- ¢(2)
e quindi F'(p) =0, mentre invece &

F"(3) = 27* cos 2nz |- 27* cos [2714(2)] - ¢'(2)* + 7 sen [27q(3)] - ¢"(2)

F'(p) = 27* + 27 ¢'(p) == 0

dove ¢(z) e definita dalla (3).
Segue di qui che l'indicatore logaritmico di Cauchy
1 F'(3)

= —— =g
-5 2mi c,‘F(l)

(') Dimostrato da Eunlero. Per una dimostrazione cfr. ad es.: Dirichlet, Lezioni
sulla teoria dei numeri. Trad. del Faifofer. Venezia, Tipografia Emiliana, 1881, 3
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sard eguale a 2 (molteplicita della radice) se » & un numero primo, a 0
se # non @ primo e non ¢ quindi radice della F(z).

Avremo dunque che ¢/ numero Nup dei numers primi compresi tra
e B sara evidentemente

S L1 P
4 —= \ = » —
( ) Na‘ﬁ B) T;" In Tn 474, Cn F(Z) 4]

ove la F(z) & la solita funzione definita dalla (1).
4. Questa & la prima espressione di N,p, ottenuta mediante 1’'indica-
tore logaritmico di Cauchy, e seguendo lo stesso metodo del prof. Levi-Civita.

Servendosi perd sempre di questa funzione F(z) vediamo ora come possiamo

ricavare un'altra espressione, forse ancora piu semplice, di Nap senza ricor-
rere ad integrazioni. Osserviamo percido che l'espressione

s sen® 7z 1
(5) Gler== F(s) [ sen’ [7q(3)]
sen®mrz

rappresenta una funzione di 2z che si annulla per z uguale a un intero z
non primo, mentre per ¢ uguale a un numero primo p assume la forma in-

determinata ({ . E perd evidente che la funzione stessa & definita anche
per 2=p, poiche infatti &

: 1

lim G(2) = : —

s=p i [lim sen [7rq(3)]

sen 7ts

=p

ed essendo

o Se0 [”’I(AZ,)J, i 008 [m](z)]; 7@ _ 7(p)
s=p SeN 73 7 7T COS 775
sard
|
Wi Gl =
s=p o 1+¢'(p)®

Dunque G(s) risulta una funzione con singolaritd essenziali negli stessi
punti di F(2) e con poli, eventualmente, in quei punti in cui si annulla F(z),
ma non sen®7z e cioé nelle eventuali radici possedute da F(3) fuors del-
l'asse reale, mentre invece sulla parte positiva di questo, e piui precisamente
pei valori interi, prende il valore 0 per z uguale a un intero non primo,
e il valore

1
1+ ¢'(p)
per ¢ uguale a un intero primo p. Se allora costruiamo la nuova funzione
T '(3)2
6 e ’ AN e T LA
(6) H(s) = G(s)- [1 4+ ¢'3)*] & sen® [7¢(2)]

sen® 7r3



— 218 —

regolare la G 3), e quindi, in particolare,

guesta sard certo regolare dove @
e pei valori interi 7 dell’argo-

lungo tutto il semiasse veale 7 > & > 01
mento assumerd evidentemente il valore 1 o O secondoche » & primo o no.
Ma allora il numero Napg de: numeri primi compresi tra « ¢ g sara dato
semplicemente da

I\'
.\'a_ﬁ = :” H\/l\

(7)

ove H(:) & definita dalla (6), e la ¢(s), che vi compare, dalla (3).

In questa espressione del numero Nag. costruita mediante la fun-
zione H(s) (somigliante alla @ di Von Koch, ma molto pitt semplice) com-
paiono soltanto la funzione sens e la I'(s) Buleriana colla sua derivata;

& 1infatti

Matematica. — Swui complessi algebrici di rette di S, . Nota
di BeniaMINO SEGRE, presentata dal Socio C. SEGRE (V).

1. Sia £ un complesso (od insieme oo*"~%) algebrico di rette di S,,

generale, di ordine m. :

Un fascio di rette generico dello S, contiene m rette di £2. Un fascio
siffatto si dird fangente ad 2 in una sua retta, se questa sta nel fascio
considerato, ed assorbe due (almeno) delle m rette del complesso che a quello
appartengono. Uno spazio S, subordinato generico di S, contiene oo®''=?
rette di @. costituenti in quello un complesso algebrico di rette, ancora

d'ordine m . che si dira sesione di 2 collo S, considerato Per un puntv R
senerico di S escono oo™—* rette di £, costituenti un R-cono algebrico di
ordine m, il quale si dird il cono del complesso relativo al punto R con-
siderato.

Se 7 & una retta gemerica di S,, i coni del complesso relativi ai vari
punti R di . costituiscono nn sistema = irriducibile o', algebrico, anzi
razionale, 7’indice m, di forme F™ di S, aventi un punto R m plo varia-
bile. 11 sistema lineare di appartenenza di = (*) & di dimensione non supe-
riore ad m; anzi, se » non sta su ogni F™ di =, e cioé » non @& retta del

dato complesso 2, quella dimensione deve proprio valere m [efr. op. cit.

ita nella seduta del 2 marzo 1924.
6 della mia Nota: Dei sistemi lineari tangenis ad un qualunque si-

stema di forme (questi Rendiconti, fascicolo prec.).




