—

ATTI

DELLA

REALE ACCADEMIA NAZIONALE

DEI LINCEI

ANNO CCCXXI
1924

SHIE T H  Q Ui N T A

RENDICONTI

{lasse di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XXXIII.

1° SEMESTRE.

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI
PROPRIETA DEL DOTT. PIO BEFANI

1924




el

— 253 —

7" > 7. B cosi si pud proseguire: qualora, coll'applicazione successiva del
metodo, si giungesse ad un’espressione

F(z) = i 00 ful%) - Fu(),

dove F,(x) risultasse funzione intera, la separazione delle funzioni semplici
fu(z), caratteristiche delle singolaritd di F(z), metterebbe in evidenza il
comportamento di F(z) su tutta la propria stella di Mittag-Leffler.

11 metodo precedente presuppone che i punti @,#,..., cui sono rela-
tive le successive funzioni semplici f\(x), /(%) ,..., siano di moduli cre-
scenti. Rimane da vedere come il metodo stesso vada modificato se due
o pit di questi punti abbiano moduli uguali. Rimane pure da dare esempl
dell'applicazione di questo metodo: esempi che pud fornire senza difficolta
la teoria delle equazioni differenziali lineari a coefficienti razionali, anche
d'ordine infinito.

Idromeceanica. — Swll’integrazione dell’equazione delle ro-
tazioni viscose. Nota del Corrispondente UMBERTO CISOTTI.

1. Richiamo dell’equasione caratteristica. — Ho denominato rofazion:
viscose (*) 1 moti, compatibili colle equazioni indefinite di fluidi viscosi in-
comprimibili, nei quali la velocitd di un generico punto P & definita dalla
relazione vettoriale

) v =uk A (P—O0),

essendo O un punto fisso e k un vettore unitario costante che individuano
un asse orientato fisso, attorno a cui ogni particella gira descrivendo una
traiettoria circolare, normale all’asse, e col centro sull'asse stesso, con va-
lore » = wr della velocitd, se » designa la distanza di P dall'asse. Se w
¢ indipendente da P si tratta di rotazioni rigide, altrimenti non pud essere
che funzione di 7, oltre che del tempo ¢ (nei moti variabili), e deve sod-
disfare alla seguente equazione differenziale ()

@) (B"m 5 0 3 W

9 (¢ WY
s +r3r2+r’ br)_zl (Zu)—{—r )r)_o’

v essendo una costante che ha il significato di rapporto fra il coefficiente
di viscositd e la densitd della massa fluida. Introducendo la funzione

AW
(3) 9—2(1)—*—7‘3;,

(*) Questi Rendiconti, vol. XXXIII, pag. 161.
(3) Loc. cit., n. 5 (13).
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legata al vettore v dalla notevole relazione (')

rotv=Qk,

la (2) si trasforma nella s guente equazione:

o/

Q1R 11 R4
e

@ w T v

Vogliamo ora occuparci dell' integrazione di queste equazioni.

Dalle (3) e (4) consegue la seguente relazione (2):

» N ¢ () v 2Q
(5) S R T
7 r A

dove ¢'(#) designa la derivata rispetto a ¢ di un'arbitraria funzione di ¢;
essa ci sard utile per ricavare ©, una volta determinata la funzione Q.
2. Mot permanenti. — Si consideri dapprima © e Q indipendenti dal
tempo ¢: la (2) diviene
dw 5 d* 3 dw

3 — =0,
dr® r dr? r® dr

la cui soluzione generale é

(6) v=A-+— +Clogr,

A, B, C designando costanti arbitrarie. Conseguentemente, per la (3), si ha
(7 Q=2A 4 C+2Clog r,

che (per Q indipendente da ¢) & integrale generale della (4).

La (6), interpretata cinematicamente, esprime che il moto risulta della
composizione: di una rotazione di insieme di velocita angolare A, di un moto
irrotazionale di potenziale di velocita (non uniforme) B arectg y/o, infine di
un moto rotatorio di velocitd angolare C log» (3).

Soluzioni finite per 7 =0 (che interessano quando l'asse di rotazione
attraversa la massa fluida) si hanno solamente assumendo B — C=0: si
hanno allora le sole rotazioni rigide. E perd degna di rilievo, tra le solu-
zioni che vanno considerate fino al valore zero di 7, quella che si ottiene
assumendo solamente B =0, perché a malgrado per essa divenga logaritmi-

(*) Loc. cit., n. 6.

(?) Loe. cit., n. 7.

() I1 Lamb [Hydrodynamics, art. 333, pag 5807 considera un caso di moto rota-
torio permanente composto delle prime due rotazioni soltanto; mon mi consta che la terza
sia stata messa in rilievo.
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camente infinita la rotazione per » = 0, pur tuttavia il valore

v=rw=Ar -4 Crlogr

della velocitd si annulla per r = 0.
3. Moti variabili. — Secondo un classico procedimento, cerchiamo so-
luzioni della (4) del tipo

(8) Q=TR,

dove T designa funzione della sola £ e R della sola »; indicando con punti
le derivazioni, la (8) portata in (4) da luogo alla equazione

v

(©) %=E(R+%R)

Essendo il primo membro indipendente da » e il secondo membro indipen-
dente da ¢, indicando con % una costante reale qualsiasi, la precedente equa-
zione si scinde nelle due seguenti:

i seo . aniieih?
(10) T=—® , BH—R+-R=0().

Integrando la prima si ottiene

— k%
(11) T=T,e :

con T, costante arbitraria. La seconda & 1'equazione differenziale delle fun-
zioni cilindriche di ordine zero, e 1'integrale generale &

h . h
(12) RIS R (i R iy S

1/\4 Vv
con R, e R} costanti arbitrarie e J, e Y, rappresentano le funzioni cilin-
driche rispettivamente di Bessel e di Neumann, esprimibile quest’ultima
mediante la prima nel modo seguente (*):

i Y°(%)=%J°(%)fﬁ‘§)]—;—?

() Si & volutamente messo in rilievo che il secondo membro della prima di queste
equazioni & negativo; il caso opposto non ha interesse fisico inquantoche darebbe per T
[efr. 1a (11)] un fattore esponenziale crescente indefinitamente col tempo ¢.

(2) Cfr. Nielsen, Cylinderfunktionen [Leipzig, 1904], pag. 44.
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Per le (11), (12) e (13), la (8) pud seriversi

adl e e (I \c +csf[ i 1/%

indicando ora C, e C, costanti arbitrarie.
Dalla (5), tenendo conto della (3), si deduce la seguente espressione

per w:

e(t) | Vv —m
(15) (o=—7—+h—re X
5 hy
) J l . hr 1/ .
v ]/v
essendo J, = — J;.
4. Solusioni finite per » =0 e in campi limitati. — Queste condi-

zioni interessano il moto rotatorio di masse fluide limitate quando 1'asse
fisso, attorno a cui girano, attraversa le masse stesse. Bisogna assumere
Ce=1¢(¢)=0, con che la (14) e la (15) divengono rispettivamente:

— Rt hr Gy —ht hr
16 - 1Q==Cye Jo(rv_) L o=—lr, J,(W).

A ogni valore reale di % corrisponde una soluzione particolare, si pud
anzi dire a ogni valore reale e positivo, inquantochd risulta dalle precedenti
espressioni di @ e di » che esse rimangono immutate cambiando di segno
a h. Data la natura lineare e omogenea della equaziome (4), alla quale
deve soddisfare Q, & pure integrale della (4):

= :
(17) Q=J‘f(h)e tJo(;/l—)_>dh+9’,

quale si sia la funzione f(h), naturalmente purchd tale da assicurare la in-
tegrabilita della funzione integranda nell'intervallo indicato, e indicando
Q' 1'integrale corrispondente ai moti permanenti [n. 2], che nel caso attuale
(moto regolare anche per 7 =10) si riduce a una costante.

Si pud sfruttare I'arbitrarieta di £ (k) per determinare la soluzione cor-
rispondente ad assegnate condizioni iniziali, in modo preciso, assegnando
i valori delle velocitd iniziali dei punti della massa fluida rotante.

Sia, per t=0,

(18) V=1, (7‘) ’
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la relazione che definisce la distribuzione delle velocitd all’istante iniziale.
Dalla (1) si ha, per t=0,

(19) u)o == ﬁ y
r
e, per la (3),
(20) Q= % 7l ".’o )

designando », la derivata di »,. Questa formula definisce i valori iniziali
di Q, nota la distribuzione iniziale delle velocitd. La questione é ora ridotta
ad assegnare alla arbitraria funzione f(A), che compare nella (L7), una
espressione tale che sia @ = Q, per # = 0. Basta, a tal uopo, assumere

1) fiy=-r f (20— @13 () o

Vv

con che la (17) diviene
e g b % '
e e h=—— | o M, _’_) kdn | [2)—217, (;’:) P dr+ Q.
v Vv Vv
0 0
Infatti, ponendo in questa ¢ =0, si ottiene

el (B A h_r’), i
r,0) =~ (5 hdh 0[.-°(r) -,]JO(V; rdr 49

il secondo membro, per una nota identitd ('), eguaglia Q,(r), ec.v.d.

Per la (22) si pud determinare w per mezzo della (5): temendo conto
della (3), che v deve mantenersi finita per 7 =0 e notando che Jo= —J,,
si ottiene

’

1 V-7 & A% 0 Vv

Risulta che il comportamento assintotico, per ¢= o0, & la rotazione
rigida di velocitd angolare 4 Q'.

(*) Cfr. Nielsen, loc. cit., pag. 363, formula (17).
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