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vale a dire che una funzione maggxorante rispetto a 2(x) e la funzione

semplicissima

Qx)=(+=z)e® .

Matematica. — Swlle trasformazioni fra elementi linear:
di due superficie che conservuno il parallelismo di Levi-Civita.
Nota di 0. MAYER, presentata dal Socio T. Levi-Crvita ().

Assumiamo come coordinate di un elemento lineare M¢ della super-
ficle S le coordinate (%, v) del suo punto M ed il parametro w della di-
rezione ¢ spiccata da M. La condizione di parallelismo di due elementi
infinitamente vicini, (z,v,w) e (v +dw,v+dv,w -+ dw), si serive
1) Ady +-Bdy —dw =0,
con

{ oo [ 4129 (22) ] . (12)
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Ci proponiamy di determinare le trasformazioni fra elementi lineari di
due superficie S, S',
w =U(u,v,w)
(2) il =\ (Wh, ) 50,
w' = W(u,v,w),
che mutano ogni coppia di elementi paralleli di S in una coppia di ele-
menti analoghi di S'. Cid porta che si abbia, in forza delle (2),
Al du' - B dv' — dw' = o (A du - Bdy — dw) ,

(*) Presentata nella seduta del 15 giugno 1924.
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indicando sempre con apici le quantita relative alla superficie S', e questa
condizione equivale alle due seguenti: i

A 20 RV 2V ,
= i e
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Eccettuato il caso ovvio delle superficie sviluppabili che qui escludiamo,
le funzioni U, V non sono arbitrarie, dovendo verificare le condizioni di in-
tegrabilitd delle equazioni (3) rispetto alla sola incognita W. Per comodita
di calcolo, eliminiamo la funzione incognita, ci6 che si fa coll' introdurre i
I'angolo ¢’ delle direzioni w' e v’ = cost (w’'=0); le (3) diventano 1
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Formiamo ora la parentesi di Poisson (F,,F.); eseguendo i calcoli
si trova
DA BRIy AT 2B S RV
(B5Ea) = (Wv Y TBbw & Bzc) (Bu Tl w ﬂ)
a_R__)g) {MU V) +B )tU.V)_uU,V)]
—(DV A0/ (v, w) Aw,u) (z,v) |
Osservando le identita ()
2A 2B M B ¢ e e :
%__4_ == A - KE 4 2Fw + Guw?) = — K f(»)
2R S st
AU e

e ponendo per brevitd

b 45K \(U V), 2. V) U,V
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W A, u) (u,v)
T——R—E {~SEY.
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(*) Cfr. L. Bianchi, Lesioni di Geometria differenziale, I, pp. 101-102 (88 ed.).
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(4) T*'az\ —‘—T),/"(z/.'l 492=0.

Il sistema (3') (4) trae seco le conseguenze dilferenziali

Si ha
202 20 AA A N4 R ) 6N
(F,,Fy)=—4 i _)___l_)_‘l_( R _;,ff)(i__]_
DU 1 U Dt U WU e
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ovvero, introducendovi il valore di % dalla (4).
W
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Si verificano subito 'annullarsi dell'ultima parentesi e 1’identita

DM ST il A A ) e S0) 5 M)
e e e U R e U
20 Q. R 2w U AV /) 2(w , ) d(w , u)

In modo identico si caleolerd (F,,F,). Cosi siamo giunti al risultato
seguente :

Affinch? la trasformazione (2) conservi il parallelismo del sig. Levi-Ci-
vita, le funzioni U, V devono soddisfare alle equazioni di secondo ordine

]-Q Q (1) D JR\
e Ay D__f__d‘[\"/_(l V‘J‘D'\):U
(5) U W 4 d(w, u)
22 W2 f(w) 2(0,V)
I o) === > (At Y =0
i B = + 4K Tl 0;

e viceversa, scelte par U,V due soluzioni indipendenti del sistema (5),
la trasformazione sara determinata (con una quadratura) a meno di una
costante.

Congideriamo piu da viecino il caso in cui le funzioni U,V non con-
tengono il parametro di direzione w; diremo allora che si ha una trasfor-
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mazione di parallelismo ampliata dalla trasformazione puntunale

/ =0 0)
(2" e
W= (@, )
Dalle (5) segue
4K’ (U, V)
6 — Q= o v o ST ;
(6) e ¢ (costante),
onde

f j Koy ok e ( f ik

gli integrali doppi essendo estesi a due aree corrispondenti nella trasforma-
zione (2); viceversa, se 1'identitd precedente ha luogo per ogni coppia di
aree corrispondenti, ne segue la (6). Dunque:

Condizione necessaria e sufficiente, affinche una trasformazione puntuale
fra due superficie possa essere ampliata in una trasformazione di paralle-
lismo, ¢ che ossa conservi il rapporto delle curvature totali di due aree.

Ne segue che, nelle rappresentazioni sferiche (di Gauss) delle due su-
perficie, il rapporto di due aree corrispondenti & costante. Lo stesso fatto
accade poi anche per le superficie obiettive, se hanno curvatura costante.

L'equazione (4) ci da ancora

20’
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onde

0'=c6+ o(u,v),

@(u,v) essendo determinata dalle (3) a meno di una costante additiva.
Concludiamo quindi:

In una trasformazione di parallelismo ampliata, il rapporto di due an-
goli & costante.

Si ottengono tutte le trasformazioni di parallelismo che amplificano una
data trasformazione puntuale, applicando ad una di esse tutte le rotazioni
di amplitudine costante degli elementi attorno ai loro punti.
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