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MEMORIE E NOTE DI SOCI.

Matematica. — Sopra una classe di coppie di congruenze i
rettilinee stratificabili. Nota del Socio Luier Biawcar (%).

1.

Dal teorema generale di permutabilita nella teoria delle trasformazioni ,
asintotiche di superficie per congruenze rettilinee W venne posta in luce
I’esistenza di infinite coppie di congruenze rettilinee associate (7), (+'), in ;
corrispondenza biunivoca dei loro raggi =, 7', e dotate di proprietd geome-
triche (di natura proiettiva), che qui riassumiamo ().

Esiste una prima serie oo! di superficie S i cui punti sono distribuiti
sui singoli raggi ~ ed i cui piani tangenti passano pel corrispondente rag-
gio 7', e similmente una seconda serie oo! di superficie S" coi punti distri-
buiti sui raggi »' ed i cui piani tangenti passano pel corrispondente raggio 7.

Gli elementi piani, o faccette, delle oo! superficie S (o delle S') costi-
tuiscono una infinitd o® di faccette piane individuate dalla coppia di con-
gruenze associate (7),(7'), come quelle che hanno i centri distribuiti sui
raggi » (sui raggi »') ed i cul piani passano pel corrispondente raggio 7
(pel raggio 7). Ora un'infinita oo® di faccette piane non pud, in generale,
ordinarsi in oo! superficie S; e, quando tale ordinamento sia possibile, si dira
che la moltiplicitd oo® di faccette & stratificabile. La distribuzione nelle oo!
superficie S stratificate dipende allora, in modo unico, dalla integrazione di

T

(') Presentata nella seduta dei 2 novembre 1924.
(2) Ofr. le mie ZLestoni di geometria differenziale, 2% edizione (1903), vol. 11, § 245;
3% edizione (1923), § 301.
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ali totali (in due variabili indipendenti); ¢ le con-
ilita di questa danno appunto le condizioni ne-
a molteplicitd oo® di faccette sia stratificabile.

un'equazione ai differenzi
dizioni d’illimitata integrab
cessarie e sufficienti perche 1
Ed allora, per una coppia di ¢
la coppia @ stratificabile quando siano str
o di faccette coordinate alla coppia di congruenze. Con queste deno-

ni possiamo dire che ’accennato te
di- congruenze rettilinee stratificabili.

ongruenze associate (7), (#"), diremo che
atificabili ambedue le moltepli-

citd
minazio
scere l'esistenza di infinite coppie
Fermiamo ora l'attenzione sopra una p
che si presentano nella inversione dei
e nelle quali avviene che due raggi
ali. Si pud allora proporre il pro-
linee stratificabili per

orema di permutabilita fa cono-

articolare classe di siffatte coppie di

congruenze, teoremi di Guichard per

le deformate delle guadriche rotonde,
corrispondenti sono sempre fra loro ortogon
blema di trovare tutte le coppie di congruenze rettl
le quali ogni coppia (r,7") di raggi corrispondenti & formata di due 1ette
ortogonali.

Nella presente Nota mi limiterd a risolvere una questione ancora piu
particolare, come risulta dal seguente enunciato:

Problema A). Trovare tutle le coppie (7, (") di congruensze ret-
tilinee stratificabili, nelle quali due raggs corrispondentt 7,7 S0n0 Sem-
pre [ra loro ortogonali (1), ¢ inolire la perpendicolare comune pp’ ai due
raggi passa per un punto [isso O dello spasio.

Dimostreremo che il problema si identifica coll'altro, di ben nota riso-
luzione, di trovare tutte le superficie applicabili sul paraboloide rotondo
reale o immaginario. In effetto ogni deformata del paraboloide rotondo da
ltlogo ad una coppia (r),(r") di congruenze soluzione del problema A),
e viceversa.

2.

Dy a1 . 3 B 4
Lel trattare il problema A) enunciato, faremo uso dell'analisi seguente:
b . . = X . . - .M .
upgoato di avere una tale coppia (), (r’) di congruenze, consideriamo
a3 e S S 0 : . :
; .c.oppla generica 7,7  di raggi (ortogonali corrispondenti) e situiamo
origin i i i
: da e nel‘ punto fisso o per cui passano tutte le perpendicolari comuni pp’
i 2 L
. lue raggi. Le tre direzioni segnate dalle rette », ' e dalla loro perpen-
icolare comt § ), 9 indi i piedi
e er opp' (dove con p,p indicheremo i piedi della perpendi-
su 7 i i
1 L )' fol‘mano una terna ortogonale e noi denoteremo i loro rispet-
tivi coseni di direzione con
e S
A YA
OPP ) XZ y Y.’l ' Zf‘. .

(') Ulteriori e: i .
d'ortogonalita d:; (r‘:{gck;i]].c::ljri]‘sp(r) l‘;“zllu},,‘.r essere (ui riportati, provano che la condizion
colari comuni p7° passino pe e e T della seconda che le perpendi-
stratificabili SO<i'1isfac t'I') r un punto fisso. Non vi son quindi altre coppie di congruenze
enti alla seconda condizione oltre quelle determinate nel testo
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Queste saranno funzioni di due parametri «, v, i quali scegliamo in guisa
che, sulla sfera unitaria colla quale intercettiamo i raggi opp’, le linee
% = cost. , v = cost. abbiano le tangenti rispettivamente parallele ai raggi

7, r'. Il sistema (u,v) sara dunque sulla sfera un sistema ortogonale e noi
seriveremo il quadrato /s> dell'elemento lineare sferico

ds'* = dX% 4 dY: -+ 472
sotto la forma

ds'* = edu® - g dp?.

Varranno allora per le derivate dei nove coseni (X, Yi, Z;) le formole fon-
damentali:

X 1 Yy — DX, 27/e —
L:—tbl/eXg—]/exa X'=é\16X1,3X3=]/}X1
U Vg U Vg v M
() § - )
X, Al — - % 1 31y .= PXG =
e < X y == — / y — =174 s
/ W e w Tt w Ve u Nt dy = =V X,

colle analoghe per gli altri due assi. Per le coordinate (%03 Yps8p) » (Tar, Ypr 9 3pr)
dei punti p,p’, piedi della perpendicolare opp", avremo poi le formole

\ &p =AX, , yp =AY, , 2, = AZ,
) "2y =BX, , yy—BY, , 2= BZ.
dove A, B saranno funzioni determinate di U

Secondo la nostra ipotesi, deve esistere una serie co! di superficie S
coi punti distribuiti sui raggi » e coi piani tangenti passanti per '; e si-
milmente una seconda serie oo analoga, di superficie S', scambiato » con 7.
Le coordinate «,y,2 di un punto di una S, e quelle 2", 5, 2" di un punto
di una S" saranno date dalle formole

@) 2=, +TX,=TX, +AX,,y =TY, - A¥,, s =TZ, L AZ, .
() &' =y +TXe =TX, + BX,, y =TV, +BY, , # =TZ + BZ, ,

dove T, T’ saranno convenienti funzioni di . v contenenti, ciascuna, una
costante arbitraria. La normale ad una superficie S nel punto (x,7,3) deve
essere, per ipotesi, normale alla direzione (X,,Y,,Z.) e nello stesso tempo
normale alla congiungente i due punti (x,y,s) e (@pr  ¥pr 5 8p). I coseni
di direzione di quest'ultima congiungente sono proporzionali alle differenze

2 — 2y =TX,+(A—B) X, , y — Ypr =TY, 4 (A —B) Y,,
i—sy="T7Z,+4+(A—B)Z.

= e e -
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B seni di direzione (X della normale alla superficie S val-
el Co! ) )

gono quindi le formole

SRS Y = (B — A) T T

3)
k 7= (B—A)Z + 1%,

i = signifi oporzionalitd. Dovranno per ¢id sussistere le due
dove il segno = significa proporzio

condizioni seguenti:

2w )1/ 7 RE 5
s w s + U

@ ey e
2 Wv pL)

che caleoliamo derivando in primo luogo le formole (2), coll’aver riguardo

alle (a), il che d&

- T dye 2A )
AT 2T / i L T e
—_=(%—|—A16)X1 ]/,g ) ] (Du ]

R
5)
T 31 ’/ / | A
LS O il )X+ L X,

Sostituendo nelle (4) per X, Y, Z i valori proporzionali (3) e per le
derivate di x,y,s i valori superiori (5), troviamo, per la funzione inco-

gnita T, il seguente sistema simultaneo del 1° ordine (del tipo di Ricecati):
T Ve o 1L Ay 1 S
S{J— A BT+A—B Ry 14
(I \
) L e
{ % A—Bw

Senza ripetere il calcolo per la seconda serie oo' di superficie §', ba-

sterd evidentemente scambiare nei risultati precedenti (»,w) , (T,T'),
(A,B) , (e,g) e si awd, per la seconda funzione incognita T’ il sistema

analogo
‘ D_T'__ 1 2B
\ W A—Bu
(1*) Lt : s o
S T e R
/?v e

E siccome le (I), (I*) dehbono ammettere rispettivamente una soluzione T,
o T’, contenente una costante arbitraria, dovranno essere identicamente
soddisfatte, per 1uno o per I'altro sistema di Riceati, le condizioni d'inte-
grabilita.
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3.
In generale, per due equazioni simultanee del tipo di Riccati
2T
\M=aT”—:~bT—}—c
T
/ %: adT* 4 0'T 4 ¢,

le condizioni di (illimitata) integrabilitd si serivono

P/ a 7 ’
==l —
1) AU
W W

{ — — — = 2(ca’ — ac’
R RY// ( act)
A RYA 2
—— — — b — be
W U

Calcolandole ordinatamente per il sistema (I), si ottiene

| l(J;) 1 ooy /o5l
KDU A—B)  (A—B) w
Q(A—B)2A )(A—B))A_O
( W AU W U
P L AN
il el =
e queste possono seriversi:
e . e W
D)) AP==R"0
|
(6) pv(AB)_“
| d(z,v)
" 2/ B e DA
e A A=
/ La media esprime che A, B debbono essere funzioni l'una dell'altra,
e dal paragone delle estreme risulta
@) L OAB) —0! S omia  AB= o(u):
S =0, ossia AB=¢(u);

dopo di che la prima e terza coincidono nella

dlogye B A
W  AA—B) w’

(8)




= e —

Similmente le condizioni d'integrabilita per il sistema (I*) daranno

\
. =3 2 St
' ) by () =0
& | e l'altra
g I s dlogyg _ 1 24 ‘
| (& w  A—B w’
Dalle (7),(7*) segue che il prodotlo AB deve essere una costante:
poniamo
(9) AB=c¢. :

:

Osserviamo intanto il significato geometrico di questa condizione dove,
escludendo il caso privo d'interesse che ¢ si annulli (*), dovremo distin-
guere due casi, secondo che ¢ si smppone positiva o negativa, e porremo

nel primo caso
¢=R?,

nel secondo caso ¢ = — R*. Avendosi allora
op-op’ = = R?;

i si vede che
Le coppie associale di congruenze (7).("). ¢
problema A), debbono essere polar: reciproche 7iSpello alla sfera reale

he danno Soluzioni del

{ - e
0 imm ag inaria

seeondo che e=-R*, 0 c=—R".
4.
i
Ora, proseguendo la nostra analisi, procediamo alla integrazione delle
\ I . 4 - -
8),(8*), le quali, essendo B = 2 serivone

i
dlogye 2 YA —¢
W Y A b

2 log 19 2 il
—=r% — — JogyA*—¢, .
U >
! ]
| j (1) Se ¢ si annulls, sarebbe nulla A o B, poniamo B; ed allora tutti i piani tan-
genti delle ' superficie S passercbbero per l'origine, e le S sarcbbero coni col ver-

| | ; tice in 0.
f
b
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«, integrate, danno

~ Ar— — —
Ve:\fiv N Sty V9=UyA*—c,

con V funzione della sola v, e U di . Disponendo dei parametri », v,
possiamo dare ad U, V valori costanti arbitrarii, e noi poniamo

V=l , W=l
Abbiamo cosi

— 2 2
(10) e:% § g:A__.

(11)

(11%)

Nel caso (11), introducendo una funzione ausiliaria 6, potremo porre

1 1
——cos h26 , -—senh28
e g

-0 si avra quindi, per l'elemento lineare sferico,

P du® dl)2
{1m) e cosh @ s senh® 6’

Nel caso (11*) si porrd invece

— —gen’e , —=cos’w,
€ g
@ si avra l'altra forma
)2 du® dv?
(11*) ds = —— + ——.
sen®w ' cos®w

(1) Propriamente, nel caso ¢ = R?, vi sarebbe da considerare I'altra possibilitd

R2 — A® R:— A®
= = s

TN 8 e )
e quindi fra e, ¢ la relazione

1'—-l—=l.
g e

<he differisce dalla (11) solo per lo scambio di e con g.
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Queste sono le ben note forme del ds'® sferico rappresentativo che con-
vengono, secondo i celebri teovemi di Weingarten, alle immagini delle linee
di curvatura per le evolventi delle superficie applicabili sul paraboloide
rotondo reale nel caso (II), e sul paraboloide rotondo immaginario nel
caso (II*).

Inversamente, quando 1’elemento lineare sferico sia ridotto ad una
forma (II), basta porre, secondo le (10),

12) A= Rcothe , B=Rtgho,

e si avrd corrispondentemente una coppia di congruenze associate e strati-
ficabile come soluzione del problema A) mnel caso ¢ = R*. E nell’altro caso
di una forma (IT*) dell'elemento sferico, basterd porre

(12%) A= Bige B R cotw;

Quando sia data una deformata = del paraboloide rotondo (reale od
immaginario), per costruire la coppia (7). (») di congruenze associate, si
dovid dunque procedere nel modo seguente: si prendano sulla = le geode-
tiche deformate dei meridiani e le loro linee a tangenti coniugate, che si
assumeranno a linee coordinate (%, ). Pet il centro o della sfera unitaria
si conducano i raggi paralleli alle tangenti delle dette geodetiche e si in-
tersechino colla superficie sferica. L'elemento lineare sferico rappresentativo,
con una conveniente scelta dei parametri », v, prendera la forma (II) o (I1*)
secondo che il paraboloide fondamentale sard reale o immaginario. E allora
le formole (12), o (12*), individueranno completamente le coppie corrispon-
denti (7), (") di congruenze associate, soluziome del problema A).

5.

Potremmo ora, proseguendo i calcoli, integrare i sistemi di Riccati (I)
e (I*) per ottenere le superficie S e S’ stratificate delle nostre congruenze
e studiarne le proprietd geometriche. Ma si pud raggiungere piu rapida-
mente lo scopo colle seguenti considerazioni di metrica non-euclidea, le quali
dimostrano inoltre che la risoluzione del problema A) si identifica colla
ricerca delle superficie o curvatura assoluta nulla in metrica non-euclidea.

Si & visto al n. 8 che ogni coppia (r) ,(»") delle mnostre congruenze
e costituita di congruenze polari rispetto alla sfera reale o immagin/aria.

A | O e Bani ST
Zaspye =%t == R0k

Assumiamo allora questa sfera come assoluto di una metrica di Cayley, che
sard dunque iperbolica mel primo caso (¢ =R?), ellittica nel secolnd;) caso
('01: .—R?). In metrica non-euclidea, 1'essere la coppia di congruenze stra-
tificabile significa che le co! superficie S sono ortogonali ai raggi 7, e le oo!
superficie § ortogonali ai raggi . spetta
luto, i due fuochi ed i due piani

- B siccome sono polari rispetto all'asso-
focali per ogni raggio somo coniugati ri-
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spetto all’assoluto. Ne risulta che le superficie S (o le S’) vengono a iden-
tificarsi colle superficie a curvatura totale nulla della metrica iperbolica
od ellittica (*).

E noto, poi, che sulle superficie S parallele a curvatura nulla le asin-
totiche si corrispondono, e corrispondono a quelle delle polari §'. E siccome
le asintotiche in metrica non-euclidea od euclidea sono le medesime, ne
consegue :

Due qualunque delle superficie S, S’ sono le due falde focali di una
congruensa rettilinea W, onde ci troviamo precisamente nelle condizioni
del teorema di permutabilitd ricordato da principio.

Da ultimo osserviamo che, in metrica non-euclidea, si corrispondono
le linee di curvatura sulle S e sulle S’ e corrispondono alle sviluppabili
delle congruenze (7)., (7). Adunque: in melrica euclidea le sviluppabili
delle congruenze (), (r') si corrispondono e tagliano sulle superficie stra-
tificate S, 8" un sistema coniugato.

Per questa proprietad le congruenze qui considerate rientrano come caso
particolare in una classe recentemente studiata dal prof. Fubini (2).

Terminiamo coll’osservare che le proprietd dedotte nel presente numero
mediante considerazioni di metrica non-euclidea potrebbero facilmente con-
statarsi colle formole sviluppate nei numeri precedenti.

Chimiea-fisica. — Soluzioni solide fra composti di elementi
a valenza diversa (7). Nota del Socio G. Bruni e di G. R. Levr (4).

Fra i casi di formazione di cristalli misti pit interessanti e degni di
essere investigati coi nuovi mefodi basati sull'impiego dei raggi X somo
quelli presentati da coppie di composti di elementi aventi valenza diversa e
costituiti quindi da numeri diversi di atomi.

B infatti da chiedersi come possa in tali casi avvenire la sostituzione
reciproca degli atomi vicarianti nel reticolo ed ¢ interessante di indagare se e
quali mutamenti si producano nel reticolo stesso.

Un caso notissimo ed assai importante e quello dellisomorfismo fra
molibdati dei metalli alcalino -terrosi e del piombo da un late e quelli delle
terre rare dall'altro, studiati da Zambonini (°).

() Vedi le citate Zesioni: 2% edizione, vol. I, § 221; 8% edizione, vol. II, § 492.

(3) Su alcune classi di congruenze divette e sulle trasformasiont delle superficie R
[Aunali di matematica, sexie IV, tomo I, pag. 250 sgg. (1924 ).

(3) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica generale.del Politecnico di Milano.

(%) Pervenuta all'Accademia il 14 otlobre 1924.

(°) Rivista di Mineralogia e Cristallografia italiana, vol. XLV (1915), pag.1; Ren=-
diconti dei Lincei, vol. XXXII, 1923 (1° sem.), pag. 518.

Rexpicontr. 1924, Vol. XXXIITL. 20 Sem. 49
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