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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Le funzionali lineari continue e lintegrale
di Cauchy. Nota del dott. S. MANDELBROJT, presentata dal Socio Viro

VoLTERRA ().

1. Sia /(z) una funzione olomorfa in un campo semplicemente connesso D ;
per il teorema di Cauchy, si ha

A 1 /(3)
(1) 2mi

0= ik
2ni ), 8 — & i

I'integrale essendo esteso mel senso positivo su una curva chiusa qualunque
racchiudente il punto & nel suo interno, e contenuta essa stessa nel campo D.
2. Osserviamo che si pud enunciare un reciproco di questo teorema
(e anche un teorema un po’ piu generale di questo reciproco) e che il teorema
di Morera non & se non un caso particolare di questo reciproco. Ecco 1’enunciato:
Essendo /(z) limitata e continua nel campo semplicemente connesso D,

se si ha per ogni curva C, contenente un punto fisso & e situata essa stessa 1
in D,
(2) ills)) dz = a(costante),

e d S

‘ I'integrale essendo preso sempre nello stesso senso (p. es., positivo), f(s) é
Ll olomorfa in D.

| In un caso particolare si pud supporre ¢ = 271 /(&) quando C & percorsa
l nei senso diretto, e si ottiene la (1). I1 teorema di Morera & un caso par-
) ticolare di questo; infatti basta scrivere
J

x
Rl [l & (e—%)/(2)
i [l ds = | ———L—< gz —
‘r;‘_ Jc/() fc =&
.H 1 '
.’I i poiché /(2) (¢ — &) & olomorfa in D, come f(2) , poiché questa & supposta
| limitata.
:‘ Per la dimostrazione di questo teorema, consideriamo una curva chiusa
( ABCDA che non contenga il punto &. Sia AKC una curva tale che la curva

chiusa AKCBA contenga il punto £; la curva chinsa AKCDA lo conterra
pure. Si ha allora

f L(g%d.?:[ ./(—Z)g.dg_'_ Mdl = (We=="11/ (1

ABCDA 4— AKCDA 2— Jascka 8—&

(') Presentata nella seduta del 7 dicembre 1924,
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Se 4o & un punto fisso del campo D, da cui sia stato preventivamente
escluso un piccolo cerchio y attorno a £, e z un punto qualunque dello

1l : : AE) : 3 ;
stesso campo, 8i vede che "espressione f(/g ci fornisce una funzione
z Zz2—

0

analitica ¢(2) su una superficie di Riemann (senza punto singolare sulle

parti che non contengono &) la cui derivata & ! )_ﬂ; ma questa funzione &,
$=8

nel campo, finita e monodroma, e quindi in esso ¢ anche olomorfa. Essendo 4
piccolo quanto si vuole, & non pud essere se non un punto singolare isolato per
questa funzione. Lo stesso sard allora per f(z). Ma 1'ultima funzione & sup-
posta limitata in D; essa vi ¢ dunque olomorfa.

3. Osserviamo, e questo ci sard utile per il paragone con cid che segue,
che nel teorema del numero precedente si pud supporre che (2) abbia luogo
solamente per le curve che ammettono delle tangenti, o anche che le fun-

zioni @,(¢) , @o(¢) che compaiono nelle equazioni della curva C

RIS B, 00)
Y = Ps(2) ) @2(0) = @.(27)

abbiano le derivate gi(¢) . @.(7).
27
4. Sia F|[4(/)]| una funzionale lineare e continua (reale) definita nel
0

campo delle funzioni di quadrato sommabile. Si suppone sempre, in questo
caso, che il valore della funzionale sia lo stesso per tutte le funzioni che
hanno la stessa funzione sommatrice in ogni intervallo (a4 , (0 = a<a b= 2k).
Per il teorema di Fréchet si sa che esiste una funzione T(#) di quadrato som-
mabile tale che

20 RS

Fl[y(@)]]|= ‘ Ww(t) - T(¢) de

0 Jo

per ¥(¢) qualunque del campo (*).

5. Dimostriamo ora il teorema seguente : Essendo 6(z) = 6,(z,y) -

[- 2 6a(x , y) una [unzione immaginaria (senza supporre niente sull'analiticita)
in un campo semplicemente connesso D della variabile immaginaria, se

st ha per ogni curva C. definita dalle equaszion:
St na pe jn 1

c=¢),_, _o ¢1(0) = @,(27)
V=(=4an
y = oal)) 95(0) = .(27)

dove @i(t) e @yf) esistono (si suppone che C sia percorsa nel senso diretto
quando ¢ varia da 0 a 2m) e che contiene un punto variabile y -+ i% nel

() Peril teovema di Fréchet v.Puaul Lévy, Legons sur le calcul fonctionnel, Paris 1922,

TR Rl
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suo wnterno,

1 F QM&M[) (I;z(t][q,([ )+ @:(8)] ||=0(n+ i5),
2770 (z)+zgzt)—-n+z )
la fungione 6(3) ¢ olomorfa in D € si ha, per ogni [unzione Y(i) di qua-
drato sommabile.

2 am,

F|[y@®)]| = (:,U(z)d,z.
0 Jo
6. Facciamo 1’osservazione seguente : Si considerino i seguenti tre fatti

separafi :
I) la funzione 6(z) & una funzione olomorfa ;

IT) per ogni funzione y(¢) di quadrato sommabile si ha
27 "
Bily@] = s Y(0)dt; .
/0

I1I) per la funzionale F e la funzione 6(s) si ha I'eguaglianza (3)

per ogni curva C specificata e per ogni punto % + &,
Si vede che nel teorema di Cauchy si suppone I e IT e si ha per con-
seguenza II[. Nel teorema del n. 2 si suppone IT e TIT e si ricava I (il
teorema del n. 2 & anche un po' piu generale, poiché si pud supporre fisso

n—+i§).
Nel teorema del n. 5 noi supponiamo III e ne deduciamo I e II.
7. Dimostriamo questo teorema. Se =0 <1, siha

4 L ol )P

@ —n S z—:z)"*‘

o, essendo F lineare e continua, si ha, da (3) e (4),

| e e R it || =

P+l — 2

0i(P1 . @2) + 7 03(9: , @a) A
Z —=Z "F U i ’
2 [ @ +igi—ay O ”’”)]

dove ¢, e @, sono funzioni di £.Si vede dunque che 6(z) & analitica.
Si ha inoltre

1 [01(% ,92) 7 02(91, ) ~
i) : 11 P2 | J (l(z) k
(9’1 ’}‘Zq’z 22)n+l ( P +“ /%):H 2]/” c (: =4 )u+l a3

= 0(z,)

277

perz =0,1
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S

Supponiamo 2z = 0, e sia C un cerchio di centro O e di raggio 7 ; si !
ha allora ‘ {

(5 [((01 (91 @2) + 7 02(g %)) (cos nt — 4 sen /zz)]\ PR
4
~eT [ f
— (0 Eﬂl(q;, , @2) + 7 0:(, , @2) (cos nt — i sen /Lt)] at . i
Per la parte reale abbiamo ,
ot 'y
B[l 0,(g1, @s)cos nt —}— 03¢, » @2) sen m]\ B\
= ‘ X [61(% , (p2) €OS 72/ —+ 05(, , @2) Sen nt] at . L
s !
Dovrebbe dungue essere, per il teorema di Fréchet, -
‘2T | E
J ‘:8,(%@2) cos nt + 0:'g, @z) sen wt]TH) i = T
<0
— ( [Hl(gpl @s) cos nt — O2(@y , P2) SN ntJ dt , 19
0 !

cioe

(6) f t: gl,(;))lm,//—{—h 507)\‘14/1/:\['['({\——]]«//_1! g

essendo T(7) una funzione di quadrato sommabile. Analogamente, per la parte i

immaginaria di (5),

I

27
( [ﬁg(¢l @,) cos nt — 0i(@1 @2) sen /liil[Tm — ‘.:l'/f =)
/o
Bisogna dimostrare che

(8) T(/)=1 identicamente.

8. Se la funzione 6(s) & una costante, la cui parte reale & eguale, in
valore assoluto, al coefficiente dell’immaginario, la (8) risulta immediatamente
da (6) e (7); sommando e sottraendo, si ha infatti =

1

S )

‘ & [T([) — l} cos nl (i/ = () ‘ i \:T(/\' =3 1]SGH ni /“ ™ U ;
0 ' n

Se 6(s) non & una tale costant, si pud supporre che nel punto o si
abbia 6(0) = a1 b con |a|==|b] (se fosse in un altm punto lo si porte-
rebbe al punto 0); supponiamo a| >|b], e sia |a] | < 2¢. Sipud pren-
dere attorno al punto o un cerchio di raggio 7 :\bbaamnm piccolo perche
sulla eirconferenza sia

Bu(z . p)| > lal —s (0@, y) | <IbI e,

Rexproontr. 1924, Vol. XXXIIL 20 Sem. 70
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| e allora
IS 9) 03(r, y)— O3(z1y) >0 .

b, i coefficienti di Fourier della funzione

0.(p, » 92) [T(£) — 1]

Indichiamo con &,

| ]
lb; ” e con ¢, ,d, i coefficienti corrispondenti di
/ O2(@y o 97‘3) [T(/) =y 1]

L /, [queste serie esistono poiche T(4) — 1 & di quadrato sommabile e

K ’
i 0,(z, ), 02(,9)
\ l] sono continue e limitate, e cosi pure i due integrali

] 27 % (e = >

| f 6 ¢, o) [T(1) — 112 dt, ‘0 65(¢ @s) [T(0) — 17 dt

L& A

; & esistono]. Si ha
! | ‘ | ~om nam :

!\ | Un = J 0,(¢1 ¢2) [T(£) —1]cos ntdl 5 by = [ 0,(¢1 @2) [T(¢)— 1] sennt dt,
1 40 C
" i Cp = ‘ ~“(iQ(go, @) [T(¢)— Lcosntdl , d, = [ _“0-.» @1 @) [T(¢)— 1] senntdi; ¢
Vit ? Jo 0

l ‘ e da (6) e (7) segue
|

| | . (10) Oy — —dn B—ci
‘: fl Ma, essendo K(/) una qualsiasi funzione di quadrato sommabile e «, . 8,
| i i suoi coefficienti di Fourier, si ha
r Ui | 2T Ty 3

;9' ’ '277(0 K2(¢) dt = = (a3 + £2)

HE,
ir 1 Si ha dunque
%; ! \‘ 2T
i ’”E 6i(g1, 92) [T(0) — 1T dt = = (a, +- 0%)
i

1 o [0 6%y » 92) [T() — 17 dt = 3 (%, 4 d2)
‘ ‘ e da (10) segue

e

fo' [03(90: ) P2) — ﬁizi(%»w)][’r(/»— i_]f/// 0.

Ma il primo fattore che compare sotto il segno d'intesrale &, per (9)

e R i

§ ; | sempre positivo; da cui segue T(£) = 1 per tutti i valori di ¢, salvo, al
;[ gf piti, un insieme di misura nulla: ma allora possiamo supporre T(/) = 1 do-
1 il yunque.

] :




