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Matematica. — Ancora sui sistemi lineari di superficie alge-
briche le cui interseziont variabili sono curve ellittiche (V). Nota
di FEDERIGO ENRIQUES, presentata dal Socioc CREMONA.

« § 1. Procediamo alla determinazione di tutti i sistemi lineari di super-
ficie cubiche L ad intersezioni variabili ellittiche, che nascono dalla rappre-
sentazione delle varietd normali V* d'ordine # > 4, e di 1* specie, ove la V*
sia rappresentata proiettandola da una sua curva irreduttibile razionale nor-
male ¢ dordine 7~ — 3: tali sistemi sono completamente definiti dal gruppo
base perché rappresentativi di varieta normali.

« Tl opportuno avvertire che 1 nominati sistemi non saranno Zu#¢¢ i sistemi
di supexficie cubiche rappresentativi d'una V”, ma ogni altro sistema di su-
perficie cubiche (o d'ordine diverso) rappresentativo di una V” dovra ricon-
dursi ad uno di essi con una trasformazione birazionale dello spazio.

« Tnoltre se vorremo ottenere veramente sistemi lipici irreducibili fra
Joro per una trasformazione birazionale dello spazio, dovremo vedere se le dif-
ferenze mei sistemi ottenuti dalla proiezione indicata di varieta V”, proven-
gano da differenti proprietd proiettive delle V stesse, o dalla differente scelta
della curva proiettante C su di esse. Nel 2° caso si dovra considerare uno
solo degli ottenuti sistemi di superficie T come il Zpo di una classe di si-
stemi di superficie ad intersezioni ellittiche (di dimensione 7 —~1 e grado 7).

« § 2. Premettiamo alecuni lemmi.

« 1° lemma. Sopra la varietd di 1* specie V", per una sua curva ge-
nerica irreduttibile C razionale normale d'ordine 7 — 3,

o non passa aleun S, segante V" secondo una superficie,
o passa wn S,—, segante V* secondo una superficie d'ordine z — 3.

« Nel 20 caso gli iperpiani per lo S, segano V" (fuori di esso) secondo
rigate cubiche normali (ciascuna in un Si)-

« Invero poiché lo S, della’ C non sega ulteriormente Vv, ove esista
una superficie su V,, giacente in un S,—, per C, essa sega lo S, di € secondo
la € e perd ha Lordine uguale ad » — 3; altrimenti quest'ordine (< 7) sa-
rebbe multiplo di z— 3 (dove 7z > 4), onde sarebbe =5 @ gli iperpiani
per lo S, segherebbero su V* infiniti piani (cio che e assurdo). Analoga-
mente si vede che per C non possono passare due S,—» seganti V* ciascuno
secondo una superficie d'ordine z — 3, perche lo S,—, da essi determinato
segherebbe V* secondo una superficie (composta) d'ordine (<7 uguale a)
2(n — 3) (dove »>4) onde n =25, e su V* si avrebbe un faseio di piani.

(1) Cfr. la Nota precedente pag. 481.
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« Infine se su V* vié una superficie dordine 7 — 3 in un S,—, per C,
gli iperpiani per essa segano V” (fuori dello S, ) secondo superficie cubiche
ciascuna normale in un S, (quindi rigata): in caso opposto sopra una super-
ficie sezione di V” (superficie razionale normale a sezioni ellittiche in S,) si
avrebbero infinite cubiche piane, c¢id che & assurdo (!).

« § 8.2° lemma. Proiettando una varieta V”* di 12 specie da una sua
curva C (irreduttibile, razionale mormale d'ordine » — 3) sopra un S;, il
sistema delle superficie cubiche L ottenute come immagini delle sezioni iper-
pianali di V”

« 1°) & determinato dalla curva base K (d'ordine 9 — #) e non ha punti
base doppi, se per C non passa un S,_, segante V” secondo una superficie;

« 2°) nel caso opposto ha, oltre la curva base K, un punto doppio
O (7— n—-o)plo per la K dove o = 0, 1,2: in ogni piano per O vi sono
allora o punti base per le L infinitamente vicini ad O.

« Suppongasi che il sistema delle L non sia determinato dalla curva
base K: (allora poiché esso é determinato dal gruppo base rappresentando
una varietd normale), vi & almeno un punto base per le L che impone ad
esse nuove condizioni non espresse dal passaggio per K: un tal punto pud essere

« 1) un punto base (multiplo cioé) doppio per le L la cui moltepli-
cita non risulti dal passaggio per esso della K ;

« 2) un punto base per le L fuori di K;

« 3) un punto bhase semplice per le L e per K nel quale sia assegnata
una tangente diversa dalla tangente in K e quindi sia fissato il piano tan-
gente alle L;

« 4) un punto base O doppio per le L la cui molteplicita risulti dal
passaggio per esso di K, ma in cul sia assegnata una ulteriore tangente per
le L (allora K avra in O un punto triplo o quadruplo e nell'ultimo caso, pos-
sibile soltanto per z = 5, l'ulteriore tangente fisserd il cono quadrico tan-
gente in O alle L).

« Allora i piani per O sono immagini di superficie sezioni parziali di V*
d'ordine <7, e quindi per C passa un S,—. ecc.

« Alla stessa conclusione si perviene supponendo 1'esistenza d'un punto O
base doppio per le L che sia conseguenza della curva base K, osservando che
un tal punto O deve esser triplo o quadruplo per la K e che I'ultimo caso
(possibile solo per » —5) deve escludersi giacché 4 rette per un punto non
possono costituire la curva base K determinante da sola un sistema oc® di L
(passando per essa oo superficie cubiche).

« Cosl ¢ stabilita la 1 parte dell’enunciato.

« Per stabilire la 2* sinoti che lo S,—, per C segante V** secondo una
superficie (supposto esistente) determina sullo S, rappresentativo un punto O

(1) Invero si proietti la superficie in una del 4° ordine in S;; se su questa vi & una
cubica piana, vi sono anche infinite vctte sezioni degli Sy per essa.

s
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siffatto che ogni piano per O @ immagine d'una rigata cubica normale su V:
sopra un tal piano le L segano dunque un sistema di cubiche avente un
punto base doppio e due semplici; il punto base doppio (& fisso al variare
del piano per O ossia) cade in O, infatti dall'ipotesi opposta si trarrebbe che
esso descrive una retta base doppia per le L e ne seguirebbe che le inter-
sezioni variabili di due L (immagini di curve sezioni di V**) savebbero razio-
nali, non ellittiche come si suppone.

« Segue che il punto 0 & doppio perle Lie (7—n -I- o)plo per la curva
base K dove ecc., come ¢ stato enunciato.

« Osservagione. — Giova inoltre notare che se o =1, il punto O @&
biplanare per le L e si ha in esso un piano osculatore fisso; questo si stacca
dalla quadrica Q residua di ciascun piano rispetto al sistema delle L, quindi
(Nota I, § 4) o dei piani componenti Q contiene una cubica piana facente
parte di K, e si ha 7 = 6.

« § 4. T precedenti lemmi fissano i limiti della discussione che dobbiamo
compiere: Vi sono 4 casi da esaminare per ogni valore di 7, ciog il caso in
cui il sistema delle L & determinato dalla curva base K, e quello in eui Vi
& inoltre un punto base doppio per le L e (7 — n)plo, o (8 — m)plo, ©
(9 — n)plo per la K (dordine 9 — 7).

« Cominciamo dall'ultimo caso che da Juogo a soluzioni del problema
per ogni valore di 7 (=9).

« b) La curva base K si compone di 9 — 7 rette per un punto base
doppio O nel quale ¢ assegnato il cono quadrico tangente alle superficie cu-
biche L.

« Da questa condizione nasce effettivamente (per z = 3, 4,5,6,7,8,9)
un sistema oon*! di superficie cubiche L rappresentativo d'una V7, e per
n >3 mnasce dalla effettuata proiezione della V” da una sua curva C: per
n— 4 il sistema rientra come caso particolare in quello «) del § 3 Nota I.
Ta vaiieta V”* cosl rappresentata & un cono cioé ha oo? rette per un punto,
aventi per immagini le rette per O dello S; rappresentativo: lo si yerifi-
chera osservando che la sezione con V7. di un iperpiano per una tal retta €
un cono giacché una L contenente una retta generica per O (nello S rap-
presentativo) & un cono cubico. Parimenti & facile vedere che proiettando un
cono V7 da una qualunque sua curya ¢ (dordine 7 —3 ece.) si ottiene
sempre come Sistema rappresentativo di V* il gistema &) (1)

« Infine si osservi che il cono quadrico tangente in O alle L ¢ la qua-
drica Q residua di ciascun piano rispetto al sistema, quindi pud supporsi
irreduttibile (tale essendo la C) per n>6 (Nota I, § 4).

« § 5. Escludendo le V» che sono coni, restano ancora 3 casi da esa-
minare partitamente per ogni valore di 7.

(1) Donde segue subito la sua irreducibilita agli altri che verremo trovando.
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« ¢) Sia n=>5. La curva base K si supponga una quartica di 2 specie
(genere O).

« Si ha cosi effettivamente 1'unico sistema oo di I rappresentativo
d'una V*, che sia determinato dalla quartica base* giacché questa deve ap-
partenere ad wne quadrica residua di ciacun piano rispetto al sistema: un tal
sistema nasce eifettivamente rappresentando V” mediante una proiezione come
¢ stato indicato.

« Sotto la condizione di essere di 2* specie la quartica K pud degene-
rare, ma debbono escludersi (cioe non nascono dalla indicata proiezione di
una tale V°) i casi in cui la K porti I'esistenza d'un punto base doppio per
le L (2° lemma § 3) ().

« Le varieta V> rappresentate dal sistema ¢) non sono coni: dico che
inve:samente ogni V° che non & un cono pud rappresentarsi con un sistema ¢).

« Si consideri la rappresentazione di una V® che non & un cono me-
diante la proiezione indicata da una C.

« Se il sistema rappresentativo di L non e quello ¢), le L avranno un
punto base doppio O (7 — 5 -~ ¢)plo per la curva hase K, dove o = 0, 1
(per ¢ =2 V” & un cono). Allora si consideri un piano generico per O, ed
in esso una conica generica (irreduttibile) passante per O e per gli altri due
punti base del sistema di L nel piano (uno dei quali é forse infinitamente
vicino ad O).

« Questa conica y rappresenta una conica su V* per la quale non passa una
quadrica a due dimensioni (contenuta in V*), giacche la y non appartiene ad
una quadrica per K né ad un particolare piano per O, cui corrisponda su V°
una quadrica. Proiettando V° da una tale sua conica su S;, si rappresenta
dunque V° mediante un (particolare) sistema ¢) (2° lemma § 3).

« § 6. Sia 2= 6. Escludendo i coni V' (gia esaminati), sul sistema
rappresentativo della V© (proicttata da una sua cwva C su S;) si possono
fare le tre ipotesi (§ 3):

« () La cubica base K determina da sola il sistema delle L, e perod
anche wra quadrica Q residua di ciascun piano vispetto al sistema, quindi
si compone di 3 rette sghembe.

« Nasce cosl effettivamente un sistema oo” di L rappresentativo d'una V6,
ove la V° sia stata proiettata ece.

« ') Il sistema delle L ha (oltre la curva base K) un punto base
doppio O, che ¢ semplice per la cubica base K. Allora questa K é una
cubica gobba appartenente alle wo® quadriche residue dei piani per O rispetto
al sistema delle L (non ad o? quadriche).

« Nasce cosi effettivamente un sistema oo” rappresentativo d'una V° proiet-
tata da una sua cubica C.

(") Basta per cid che la A si componga di 3 rette per un punto ed un’altra retta inci-
dente ad una delle prime {re fuori del punto.

Rexprcontr, 1894, Vor. III, 1° Sem. . 69
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. d") 11 sistema delle L ha (oltre la curva hase K) un punto base
doppio O, che ¢ pure doppio per 12 cubica base K; ed inoltre le L hanno
in O (punto biplanare) un piano osculatore fisso. Allora (§ 3 Osservazione)
l]a K & una cubica piana (certo mon appartenente al piano osculatore). Un
giffatto gruppo base determina effettivamente un sistema oo7 di L rappre-
sentativo d'una V¢, e nascente dalla proiezione di V6 da una sua cubica C.

« T sistemi @) d) d') sono irreducibili fra loro, perché le V¢ rappre-
sentate sono proiettivamente distinte. Per convincersene basta notare che nel
1° caso non si hanno mai veti (1) di rigate cubiche su V&; nel 2° se ne ha due
reti, e una sujerficie rigata d'una rete compone una sezione iperplanare di ve
insieme ad una superficie rigata dell'altra non mai insieme ad una super-
ficie della stessa rete; mel 3° caso la V°® possiede una sola rete di rigate cu-
biche, dove due rigate compongono una gezione iperplanare di Ve

« § 7. Sia n > 6. Notando che una curva base d'ordine < 3 non pud
mai individuare wna quadrica che la contiene, né quindi un sistema oo™+
di L, e ricordando l'osservazione posta in fine al § 3, si ha che, escludendo
i sistemi rappresentativi di coni, & da esaminare soltanto il caso dei sistemi
di L con punto base doppio (7 — n)plo per la curva base K.

« B quindi » =7 ossia n="7.

« ¢) 11 sistema oo® di superficie cubiche L con conica base e punto
base doppio fuori di esso (unico sistema che nasce dall’ ipotesi precedente),
rappresenta offettivamente una V7 che non & un cono, ove questa sia proiet-
tata ecc. In esso la conica base & irreduttibile tale essendo la curva proiet-
tante C©, perché (per 7 > 6) e irreduttibile la quadrica Q residua di ciascun
piano rispetto al sistema, ciod il cono quadrico proiettante da O la conica.

. T1 nominato sistema di L st riconduce con una trasformazione quadra-
tica al sistema delle quadriche passanti per un punto.

« Per n>7 le varieta V" di 1® specie sono coni.

. Closi & esaurito l'esame delle varieta normali V» di 12 spscie.

« § 8. Rimane ora la considerazione delle varieta V® di 2° specie, pre-

cedentemente escluse ().

« Ad una superficie sezione iperplanare generica di V® appartengono” o

quartiche razionali normali da ciascuna delle quali la superficie puo proiet-

() Col nome di refe di supexficie designamo (come di solito) un sistema lineare oc?
di superficie sulla varicta (per due punti generici di questa passa una superficie della rete).
(2) Nel cifato lavoro del sig. Del Pezzo (v. Nota 1) si trova considerata la Ve di 2°
specie rappresentata su S, dal sistema delle quadriche (e qualche altra Vn di 1* specie
costruita partendo da particolari sistemi di superficie cubiche compresi tra quelli da noi
enumerati): ivi ¢ pure enunciato (senza dimostrazione) che la V& di 2° specie & sempre

rappresentabile col sistema delle quadriche di Ss; questo fatto si trovera dimostrato in
quc'slo §, escluso che la V® sia un cono, restrizione che evidentemente il detto autore ha
tacitamente supposta.
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tarsi univocamente sopra una quadrica. Scegliamo sopra una sezione iperpla-
nare generica della V® (di 2 specie) una siffatta quartica irreduttibile € ed
un punto P fuori di essa: lo S; determinato da P e da C non sega la V®
fuori di C e di P, e da questo S; la V® pud proiettarsi univocamente sopra
un S,. Con ¢id si ottiene una rappresentazione della V® su S; nella quale le
immagini delle sezioni iperplanari di V* sono superficie del 4° ordine L (cia-
scuna proiezione della corrispondente sezione generica dai 4 punti comuni ad
essa sezione e a C) seganti sopra un piano generico un sistema di quartiche
con due punti base doppi (rappresentativo di una superficie sezione di V®
con un iperpiano per lo S; proiettante); il sistema delle L ha dunque una
conica base doppia K (irreduttibile o no): le curve sezioni di V® vengono
proiettate in curve dello stesso ordine 8, intersezioni variabili di due L, onde
il sistema delle L non ha altre curve base. Il poi faciie vedere che il piano
della conica K, e il piano immagine del centro di proiezione P : invece alla
quartica proiettante C corrisponde un cono quadrico irreduttibile Q, quello
corrispondente alla C nella rappresentazione (médiante proiezione da C) della V7
proiezione di V® da P su un S; (§ 7).

Se si stacca il piano della conica doppia dalle superficie quartiche L,
si ha un sistema di superficie cubiche rappresentativo appunto della nomi-
nata V7 (proiezione di V® da P su un Sg); questo sistema & costituito dalle
superficie cubiche con un punto base doppio O, e la conica base K, la quale
o non passa per O ed & irreduttibile, o si spezza in due rette per O; in
questo 2° caso il cono quadrico Q & il cono tangente nel punto doppio a tutte
le superficie cubiche.

« 1% gpotesi. 11 punto O non appartiene alla conica K e quindi nem-
meno al piano e« di essa.

« Allora esso & doppio per le L come pel sistema residuo rispetto al
sistema di esse del piano a.

« Si ha il tipo:

« ¢') Per » =8, il sistema delle superficie quartiche con conica hase
doppia e punto base doppio fuori di essa: questo sistema si riconduce con
una trasformazione quadratica al sistema di tutte le quadriche, ed & effetti-
vamente rappresentativo di una V® di 2* specie (non cono).

« 2% 7potesi. 11 punto O appartiene alla conica K che @& in tal caso spez-
zata in due rette per O. Il punto O & base triplo pel sistema delle super-
ficre quartiche L, giacché staccando il piano e per esso, risulta doppio per
le superficie cubiche residue: in O tutte le L hanno (oltre al piano «) lo
stesso cono quadrico tangente Q (irveduttibile). Si ha cosi il tipo:

« ") Per n =8, il sistema delle superficie quartiche I con punto
base triplo, per esso due rette base doppie (distinte o nd) ed in esso anche
lo stesso cono quadrico tangente irreduttibile (oltre al piano delle due rette).
Si- determina cosi un effettivo sistema oo® rappresentativo di una V¢ di




92 specie contenente w? rette, che (colle considerazioni del § 4) si yede essere
un cono (1).
« § 4. Bsaurito cosl lesame delle varieth normali Vr (n>3) in ordine

alla loro rappresentazione su S, riferendoci alle cose dette nei 88 1, 2 della

Nota I, possiamo enuneiare il teorema :

T sistemi lineari semplici di superficie algebriche le
cui intersezioni variabili sono curve ellittiche, e dove tre
guperficie generiche s’incontrano in piu di 3 punti variabili
(cio® sistemi di grado >3), si possono ricondurre con una
trasformazione birazionale dello spazio ad uno dei seguenti
gistemi lineari tipiei, di grado nedimensione z-1, 0 ad un
sistema contenuto in uno di questi:

per n=4,

« 1) il sistema oo° di superficie cubiche determinato
da una quintica base di genere due (che puo degenerare) in-
tersezione parziale d'una quadricae d una superficie cubica;

per 7= 5,6,7, 89

«20) il sistema oo™+ di superficie cubiche determinato
da un punto doppio base, in esso il cono quadrico tangente
fisso (che pud supporsi irreduttibile per »>>6) e su questo
9y rette base (questo sistema, rappresentativo d'un cono,
per n=4 rientra nel 1° tipo);

oppure: per n=s,

«39) il sistema oo° di superficie cubiche senza punti
base doppi determinato da una quartica di 2°® specie (che
pud spezzarsi);

per n =6,

« 49) il sistema o’ di superficie cubiche determinato
da 3 rette base sghembe;

«5°) il sistema o’ di superficie cubiche determinato
da un punto base doppio e da una cubica gobba base pas-
sante semplicemente per esso (cubica che pud degenerare);

« 6°) il sistema o7 di superficie cubiche determinato da
un punto base biplanare, in esso un piano osculatore fisso, e
una cubiea piana base avente in esso un punto doppio (cubica
che pud degenerare) ;

per n=17, 8,

1) Che ogni V& di 2% specie, I: ; ;
st ()d ue 2 lledl /2 specie, la quale non sia un cono, possa rappresentarsi col
sistema : ol: ’ SiE
tiea Ot e gnadncm ¢’), pud anche vedersi considerando gli iperpiani per una sua (uar=
1C! [ 0 a1 . . . 5 3
a O tangenti ad essa in due punti di C: le sezioni si spezzano in superficie di Vero-

nese ed (¢ facile provarlo) si ottiene ST S A e i ;
provarlo) tiene un sistema omoloidico di tali superficie su V¥, onde ccc.
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«7°) il gistema (o® o »?) delle quadriche con un punto

base semplice o senza punti base;

per =8 anche
«89) il sistema o° delle superficie quartiche con punto
triplo base, due rette base doppie per esso, ed in esso (oltre
al piano delle due rette) lo stesso cono quadrico tangente
irreduttibile (sistema rappresentativo d'uncono di2® specie).
« Questi sistemi tipici irreducibili fra loro sono nel caso generale i rap-
presentanti d'ordine minimo di ciascuna classe: racchiudono come casi par-
ticolari tutti i sistemi di quadriche con punti base semplici ».

Matematica. — Sopra aleune trasformazioni delle equazioni
della dinamica del punto. Nota del dott. MicHELE LEONCINI, pre-
sentata dal Socio BrancHi.

Elettricita. — Sulla legge della dissipazione di energia nei die-
lettrici sotto l'azione di campi elettrici di debole intensite. Nota di
Riccarpo ARNO, presentata dal Socio FERRARIS.

Queste Note saranno pubblicate nel prossimo faseicolo.

Fisica terrestre. — [/ terremoti di lontana provenienza re-
gistrati al Collegio Romano. Nota del dott. G. AGAMENNONE, pre-
sentata a nome del Corrispondente TACCHINI.

« Nella seduta del 21 maggio dello scorso anno (') ebbi l'onore di co-
municare all'Accademia i primi risultati ottenuti da un nuovo sismometro-
grafo a registrazione continua, installato fin dal gennaio 1893 sulla torre del
Collegio Romano, costruito con un pendolo lungo circa sei metri e con una
massa di kg. 75. Mediante questo strumento fu possibile registrare il pas-
saggio di onde simiche lievissime provocate da lontani terremoti, quali fu-
rono quelli di Zanfe del 31 gennaio e 1° febbraio 1893, quello di Samo-
tracia del 9 febbraio, di Aleppo del 2-3 marzo, di Serbia dell'S aprile, e
nuovamente di Zanfe del 17 aprile.

« D'allora in poi si sono moltiplicati gli esempi di registrazione di scosse,
quantunque coll’epicentro fuori d'Italia. Cosi il 14 giugno dello stesso anno

(2) 1 terremoti e le perturbazioni magnetiche. Rendiconti della R. Accademia dei
Lincei, ser. 52, vol. IT, 1° sem. 1893, p. 479.




