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Matematica. — Sulla interpretazione geometrica del teorema
di Moulard. Nota del Socio Luicl BIANCHI.

« B noto come la trasformazione di Moutard, relativa alle equazioni di
Laplace della forma:
PRSI
WW
dove M ¢ una funzione data di , v, trova la sua interpretazione geometrica
nella teoria delle deformazioni infinitesime delle superficie flessibili ed ine-
stendibili e delle corrispondenti congruenze, sulle cui falde della superficie
focale si corrispondono le linee assintotiche, congruenze che indico con W (1).
Nella presente Nota, appoggiandomi sulle formole generali date nel mio libro,
dimostro per le congruenze generali W un teorema che pud riguardarsi come
un'estensione del Zeorema di permutabilite per le congruenze pseudosferiche
(ZLezioni pag. 435 sg.). Applicando questo teorema a quelle speciali congruenze
W, le cui falde focali hanno in punti corrispondenti eguale curvatura, trovo
che per esse valgono tutte le notevoli conseguenze gid da me segnalate mel
caso speciale delle congruenze pseudosferiche.

Mo,

(1) V.1l capitolo XII delle mie Lezioni di geometria differenziale (Pisa-Spoerri 1894).

RenpIconTI. 1894, Vor, III, 1° Sem. 72
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« Partiamo dalla costruzione fondamentale data a pag. 300 delle Zesioni,

colla quale da uma deformazione infinitesima nota di una superficie qualunque
S si deduce la corrispondente congruenza W, di cui S & una falda della su-
perficie focale. La costruzione consiste nel condurre per ogni punto P di S
nel piano tangente il raggio normale alla direzione dello spostamento che su-
bisce P; la congruenza di raggi cosl ottenuta & la congruenza W cercata.
La seconda falda S, della superficie focale si dirh la frasformata di S me-
diante la deformazione infinitesima considerata.

« Cid premesso, Cl proponiamo di dimostrare il teorema seguente:

« 4) Di una superficie S qualungque si considerino due di-
verse deformazioni infinitesime, per le quali si costrui-
scano, nel modo descritto, le rispettive superficie trasfor-
mate S;,S.. Esiste una semplice infinitd di superficie S, de-
ducibile con una sola guadratura, ciascuna delle gquali am-
mette, come la S,, la medesima coppia fissa 8, S, di super-
ficie trasformate.

« Osserviamo che se P, Py, Ps, P’ indicano quattro punti corrispondenti
delle quattro superficie S, Sy, Se, S, 1a doppia infinitd di quadrilateri sghembi
PP, P'P, & cosi formata che clascun lato descrive una congruenza W, di
eui i fuochi sono i due vertici sul lato, mentre i piani focali passano rispet-
tivamente pei due lati consecutivi.

§ 2.

« Per dimostrare il teorema enunciato, riferiamo la superficie S alle
sue linee assintotiche z, » colle formole di Lelieuvre (Lesionz pag. 297):

; 3 ! "
R ‘qglw \‘Célw» :"\
i e 3 ) %Y o<
— W ||, = 2 5, == & Y
W — =17 Ju = =" =
O 0 wow | DU
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S \W/'r\"~ Ry \C § \ 28 \“ i ‘
= .(_/(_v S R e e
MM\ \Dv(v‘ 3 lhu)n‘

dove & 7, ¢ sono soluzioni di una medesima equazione di Laplace

26
@) b
RI/ART) ML,

che & altresi l'equazione delle deformazioni infinitesime per la superficie S.
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« Bissendo R, una soluzione della (2), determiniamo &, 7, ¢, dalle equa-
zioni (Zegions pag. 298):

D(flb;lé— ) (E—z) dlogRy  Amky) G ) 2log R,

£l

R it R
AGLHED og R,
) Su ey (€—4) Ry
3
AUE —& Wlog R mp— WlogR,
ey ji et )

)(51—5 (§+£)—\100R1

e le formole

/1 §1
G

definiranno la superﬁcie S, trasformata della S mediante una deformazione
infinitesima appartenente a R, (1).

« Similmente considerando una seconda soluzione R, della (2) determi-
niamo &, 7, ¢o dalle equazioni:

Y —

(4) G =17

) viati o S1 71
1 ”+’§ 7

R (it (5 — g,) 20s B Anefn) y2logR,
= = (¢ ) S ~u = (, 12) ~ )
AL+ 90 - yologR
Dj_ Sl :
() & £) 21 R w( J) logR
t.2_§__ - 00 2 Neism e " ‘Og 2
~0 — ( +:2) N — ('1+'/‘3 2 )
W—18) . 1 .~ ologR,
= =—({+5) =
e le formole
g G & & ne
4* o= (2 Ys = e o |y 82=—28& 1
(4%) s &—i-\ n ¢ Vil G = £

definiranno una seconda superficie S, trasformata di S per una deformazione
infinitesima appartenente a Ro.

« Si tratta di provare che esistono oo! superficie S’ che ammettono per
una coppia di superficie trasformate le superficie fisse S;, Sq; la S stessa
appartiene, come & naturale, alle superficie S". Indicando coll'accento le quan-

(Y) Propriamente alla soluzione Ry della (2) corrisponde una tripla infinita di defor-
mazioni infinitesime della S, che differiscono da una fissa solo per una traslazione infinite-

sima; noi qui ne intendiamo fissata una dalle soluzioni scelte &i,%: &y, del sistema (3).




| v
h
'rf
it
§
J

— 568 —

ok ) T & i
titd relative ad una di queste superficie incognite S’, dobbiamo cercare di de
terminare &', 9/, ¢’ in guisa che sussistano insieme le formole:

I

) o = ] //1) ‘ Y —JI-HC,

7] &’
N2 Gl

bl 7/1

il
(5%) x’:xg-(—) ;' z~22+{§2,ﬂ(

/~/z+(§

ed abbiano luogo le formole di Lelieuvre:

A i ! S
Y 4 ’ & 3 l A0 S o
2 == D’)’/' R ' D—ZL =N 5 3; == E )T/I "
0 W IR ; ’ RUARY
(6) r 7 4 4 o
7 é‘ r § 5 o ’ § Ul
2w RS l g ’ A 2 o’ DT/,
= 2y 5
0 W W ) Re , W W ne W W I
§ 3.

« Dalle (5), (5*), osservando le (4), (4%), deduciamo primieramente :

i = &=k {=0,- lé"—f

=7 G — (4 H—2¢&, §x—¢z

el

& —&‘o,rl—)

onde, indicando con A un fattore incognito di proporzionalita, dovremo avere :

(7) f':f—f—-l(}'l—&),T/:?]—]—l(l}'l _772)15’:§+l(§1 —é-?)
« Sostituendo nelle (5) o (5*), risulta:

7711

® F=z41 s J—/_H’g“l

L

«Ora le due equazioni

L )
’c+7 y+§w —0

W ;
tenuto conto delle formole de] § 2, danno per 1 Je due equazioni
R
<> 10g (B, Ba) - 22 2 1,0 (B
©) W (Bx :) + Qu log (Rz
2
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« Questo sistema simultaneo per determinare 4, al quale possiamo dare

. o
la forma lineare in = :

A
(DN 1D 2 1o (B2
@) W (l) = T ) S 0 %8 (Rl)
W (X) =y S G)es 20 %8 (Rz)

soddisfa alla condizione d'illimitata integrabilitd, riducendosi questa alla
relazione
1 *Ry 1 ?R,

Riwdw R, wmow ’

che & appunto verificata. Si ha quindi 2 con wna quadratura dalla formola

RR IRR R, R,
(10) 7 =0+ | | 2Ri2R: du—! 2R, 3R: [}
W W w

ove C indica una costante arbitraria.

« Viceversa se determiniamo A da questa formola (10), Ie (8) ci daranno
una superficie S" nella relazione richiesta con S, S.. Si verifica subito infatti
che le formole (6) di Lelieuvre sono, pei valori (7) di &, 1/, &', identicamente
soddisfatte. Cosl il nostro teorema 4) & completamente dimostrato.

78}
e

« Ponendo

¥ /1 ¥
My =By RYRD, (EI) o/ Me =R, RIAD) (Rg) :

le equazioni

20
= M, 6
(C0 W Moty
2%
2 —M,6
(2 R i

sono le trasformate di Moutard della (2) per mezzo delle rispettive soluzioni
Ry, Re; esse rappresentano altresi le equazioni delle deformazioni infinitesime
per le superficie S, S..
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" « Sia ora
' %60
¢ - — M6
! (13) RN
Q‘ 1'equazione di Moutard per la S, talche
| e 1 12
| & 7 U & dw

: « La (18) ammette come la (2) le due equazioni (11), (12) per trasfor-
mate di Moutard. Se indichiamo con R/, R, le rispettive soluzioni delle (1 1),
(12) che le trasformano nella (18), dovranno sussistere le formole

‘.Q < r / loc R’
y [ ‘b(fy_l_é'l)__ g )10gR1 )(& ——El)_:__ <! ——_—) 00 1
. ﬁ AL (G —2) P W (5 + ) W
! (14) , 5 r ! £ 1 O'R,’
T D(s =) e nllog s A —=&) £, L § 2 log kv,
“ h NS Gcliae = Wt (5 +5) W
colle analoghe per 7, . Da queste, combinate colle formole dei §§ precedenti,
troviamo per determinare Ry, R'; le formole:
; 2og R’ 2 log Rs 21og R,
{ 5 =L ) D02 ) ) ==t
" \ R R/ () RV
! (@) AogR' ogR Alog R
ROt g B Ll
( W W al ) 0
) ' \MogR'.z: (A1) dlogR,  , 2logR,
U WU U
I (£) AMog R’ 2log R Qlog R
0g og R; d 1o
| ) 302:_(14-1) W T mgv L
| u dalle quali risultano determinate R', R';, ciascuna a meno di un fattore co-
[ stante, che resta, come & naturale indeterminato. Le (15), (16), confrontate
‘ ” ; dimostrano che si pud porre
? (17) RIZTZ,Rzle
; e si avra allora
b | 2 / . 0 (R, R) 2 (R,
SONIR — oy S (2P 9 T L o O (U ()
L ) )Zt( )= R/ (Rl) ) (R RY) R, W <R1>
[ ‘ R) 2 (R R : 2 (R
‘ Z (R Ry)=—R2— (), = (ReR:) =R — |5
' o Du( 2 R2) Z 3u<R2> ; DU(RZRZ) It W (Rz)'
¥ ’ |
‘ ' « Quindi R, & la soluzione della (11), trasformata di R, per mezso di
! Ry, come R, & la soluzione della (12), trasformata di R, per mezzo di Rs.
| i Si ha poi evidentemente
" | RlR,l:Rerz-




TR

— 571 —

« Se avessimo voluto parlare soltanto delle mutue relazioni fra le quattro
equazioni di Laplace
RO %0 %0 %0
wow . Lwow B

— M6,

= M6 .
RN AU YV

bastava semplicemente dare le formole del presente §. Ma c¢ido non avrebbe
fatto conoscere che incompletamente le relazioni geometriche espresse dal teo-
rema A).

§ 5.

« Il teorema generale A4) consente varie applicazioni sulle quali mi pro-
pongo di ritornare in seguito. Per ora mi limiterdo a darne una che riguarca
quelle congruenze W, le cui falde focali hanno in punti corrispondenti eguale
curvatura. Di queste congruenze ho trattato distesamente nel T. X'VIII (1890).
degli Annali di matematica e a pag. 313 e segg. del libro. Le superficie focali
di una tale congruenza godono della proprietd caratteristica che la loro cur-
vatura K, espressa pei parametri #, » delle linee assintotiche, prende la forma

1l

“e@F v

« Viceversa ogni tale superficie appartiene, come superficie focale, a una
doppia infinitd di tali congruenze W, la cui ricerca dipende dalla integra-
zione di un’equazione di Riccati. Ora supponiamo che le coppie (S, 5,), (S, S2)
del teorema A) costituiscano appunto le falde focali di due tali congruenze
W. Mentre nel caso generale la quadratura indicata nell’enunciato del teorema
non sembra possa evitarsi, qui invece possiamo ottenere la superficie S' in
termini finiti, perche sussiste la proprieta seguente:

« B) Fra le oo! superficie S’ ve ne ha, oltre S, una ed una
soltanto S;, che ha in ogni suo punto la curvatura comune
di S,8,,S; nei punti corrispondenti.

« In tal caso le quattro congruenze W descritte dai quattro lati del qua-
drilatero P P, P; P, appartengono tutte alla classe speciale di cui qui ci oc-
cupiamo. Come si vede, & questa un'estensione del teorema di permutabilila
per le congruenze o superficie pseudosferiche, teorema che risultera cosi alla
sua volta nuovamente dimostrato.

a) K=

on
(=2]

« Che la superficie S; del teorema B), ove esista, sia unica e determinata,
risulta subito dal quadrare e sommare le tre formole

(18) E3:§+X(§l—§2)7'}3:',+}'()71—772))§3:§+l(§1—é.?)v
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dove con Es, 7Ns &s indichjamo i valori di &,7/,& per S;. Dobbiamo infatti
avere per ipotesi

g2 et b =5 G

onde segue per A il valore unico

LGBl O = O

Sgg— 385

(19) h= s E e

« Oi resta da verificare che questo valore di 2 soddisfa effettivamente
le (9). Per ¢id supponiamo che la S, sia derivata dalla S per mezzo delle
formole al N. 176 delle Lezione (pag. 315 segg.) e la S, per mezzo delle
formole stesse, cangiatovi ¢ in o/, k in £, ¢ 1n ¢ ; diremo allora che S, &
derivata da S con una tmsfmmamone By e S, con una By.

« Per definire Ry, Re nel nostro caso troviamo

/\Mzoglﬁ _ i (ﬂ)_jﬁ cot (%) oS (9’ a3t %)

e

M

R/
’ dog Ry g @ g
2 s )+ )

\ logRs _ g oot
U

e G ()=

avendo posto

« La (19) diventa:

. 1 1 — coso’ cosc — senc’ senc cos (o —9")
(19%) = et O A LY
A c080" — COSO

« Bid ora se teniamo conto delle formole date a pag. 417 delle Lezione:

\)l (1=2)= 1 / son @4 /ot (3) sn (o435
%@+a%#VuML«a<»m@’%
\ (v—2) =< ]/Jsen!)—\—j/eco( Ysen g+ 5 )
Y W

|~
ol Q

~J
=
Niq

/A

r
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nonché delle altre
€08 0 080

/

\ = =28 (coso+ 1) , =7 = 2 (cos 0 — 1)
) 2coso” ; 2c0s0” r

/\ = 2B (coso 1), S8 (oo’ — 1),

vediamo che col valore (19*) di % le (9*) sono identicamente soddisfatte.

« Si osservera poi che dalle (18), (19) seguono le formole
251&3:2525 ) 25253:2‘5157
le quali dimostrano che la normale a S; fa colle normali a S, , S; rispetti-
vamente gli angoli ¢',0 che le normali a S,,S, fanno colla corrispon-
dente di S.

S 7.

« Dietro il risultato ultimamente conseguito possiamo dire che S, deriva
da S; con una trasformazione B';, e da S, con una B, onde le trasforma-
zioni composte

Blz Blk’ 3 Bk' B'ka
a costanti %, £ invertite, hanno su S il medesimo effetto, di trasformarla
cioe in S,.

« Supponiamo ora che della S si conoscano tutte le oo® congruenze spe-
ciali W derivate, che cioé si sia integrata la primae equazione di Riccati
che si incontra nel metodo di trasformazione. Le conseguenze dedotte dal teo-
rema di permutabilitd nel caso delle congruenze pseudosferiche valgono inal-
terate nel caso attuale piu generale e perd le successive equazioni di Riccati
saranno senz'altro integrate colla prima, cioé: Per ciascuna delle su-
perficie della classe @), derivate da S, potremo determinare
con soli calcoli algebricie di derivazione le nuove co®super-
ficie trasformate e cosi di seguito. Prendendo ad esempio per su-
perficie iniziale S il paraboloide iperbolico equilatero o 1'elicoide rigata d’area
minima, che appartengono appunto alla classe «), 1'integrazione della corri-
spondente equazione di Riccati & immediata. L'applicazione successiva del
metodo di trasformazione non richiede quindi piu alcun calcolo d'integra-
zione. Riconmosciamo per tal modo l'esistenza di un gruppo infinito di super-
ficie della classe @) che dipendono soltanto dalle funzioni ordinarie.

« Di pit, se osserviamo che dalle (17) si avrd ogni volta senza quadra-
ture il valore della funzione caratteristica di Weingarten nella corrispondente
deformazione infinitesima della superficie della classe ), cui siamo pervenuti,
ne potremo costruive in termini finiti le superficie associafe. Queste appar-
tengono alla classe di superficie considerate da Cosserat (Zezions pag. 318), ca-
ratterizzate dall'ammettere una deformazione continua nella quale il sistema
(u, v) attualmente coniugato tale si conserva nella deformazione ».

-
<o

Renprcontr. 1894, Vor. III, 1° Sem.




