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Matematica. — Sulle equazioni alle differenze. Nota (') del ‘
Corrispondente S. PINCHERLE.

« Nella Nota che ho presentata a questa illustre Accademia nella riu- i
nione del 7 gennaio u. s., sotto al medesimo titolo, ho data una regola per
la scomposizione in fattori simbolici di prim’ordine di una forma lineare alle
differenze dell’ordine 7, aggiungendo che quella regola si presta a molte e f
svariate applicazioni. La presente Nota ha per oggetto di far conoscere, fra
tali applicazioni, alcune che spero potranno destare qualche interesse perche
dimostrano come la teoria dalle frazioni continue si presenti, partendo dal
concetto della scomposizione in fattori, sotto un aspetto nuovo, semplice, atto A
ad essere facilmente generalizzato e che somministra nel modo piu ovvio le '
formole per il passaggio delle frazioni continue alle serie e viceversa; riser-
bandomi di indicare in altra comunicazione come si possano trasportare, nel
campo delle forme alle differenze, il complesso dei metodi propii alla teo-
rica della eliminazione.

« 1. Abbiasi la forma lineare alle differenze dell'ordine 7:
(1) F (f) = fusr =+ @i frera =+ o = Grn [
¢ sia P, un suo integrale particolare. Nel senso stabilito nella precedente t
Nota, la F sard divisibile per la forma di prim’'ordine

o Pn+
L:fn+l— P l/-”

S ———

() V. pag. 12 di questo voluwme.

i
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od indicando con G una forma d'ordine » — 1 che sappiamo determinare, si
potra porre
(2) 19 =6 1B
« Essendo ora Q, un integrale della @, si formi l'equazione
P)1+l

(3) fosi —p ~ fo=Q-;
se ne ricava
)l«:l Q
Pl s N7 e
(4) /n S P)z (C _‘_ v=0 Pv+l> ;

dove ¢ & una costante arbitraria; e questa espressione, sostituita nella F, la
renderd identicamente nulla. Se dunque @, contiene s costanti arbitrarie
(s=7—1) e da quindi una varietd lineare oo*=* di integrali della G, la
formola (4) couterrd s—-1 costanti, dandoci una varieta oo di integrali
della F: in particolare, ci dard l'integrale generale di F' se Q, & l'integrale
generale di G.

« 2. Consideriamo ora la serie

®) Lo

e, supponendola convergente, indichiamone con ¢ la somma e con o, il resto

s

)

G?l P
v=n + y+1

la (4) si potra allora scrivere essendo C e C' nuove costanti:

f,z:Pn (C+U—U7z\:CP;z—I_C’ Pn Oy -
Otteniamo cosl per la F i due integrali P, e P, 0, , dotati della proprieta
che il rapporto del secondo al primo tende a zero per 7% —= oo.

« Pud ayvenire in ispecie che, rappresentando @, l'integrale generale
della forma G, la serie (5) sia convergente. In tale ipotesi P, o, costituisce
una varieta lineare oo’ di integrali di F, aventi la proprietd che il rap-
porto di uno di essi integrali a qualunque altro non appartenente alla va-
rietd stessa, tende a zero per 7 —oo .

« 3. Applichiamo questi risultati alla forma del second’ordine

= /71+2 —l_ﬁn /’n—H + In /'ll .
« Detto ancora P,, un suo integrale particolare, la F sard divisibile per

Prl+1 d . v
E= fu — T [n, ed 1l quoziente, come si scorge immediatamente, sard
n ’

( % s
G ol AT
n—+1

l
:
|
‘
:
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il cui integrale, indicando con C' una costante arbitraria, é

_ w9 -G
el e

« La formola (4) ci da pertanto l'integrale generale di T per mezzo
dell’ espressione

= i JoE olgn: Gns\ Ny
(6)/”‘P“(C+C(POPI+PIP2 o e sl

nel caso poi che la serie

a0
Go Gr --- Gy
7 0 == —_—
u 2 PP,

sia convergente, o, essendone il resto e ¢, ¢’ essendo costanti la (6) diviene:
(8) fnzCP,z+c, P;L Op .
Si avverta che

1l
Gozd—l—ﬁ , 0, —0 .

« Ecco ora come i risultati ottenuti si collegano alla teoria delle fra-
zioni continue. L’equazione F — 0 ammette come integrali i numeratori A,
ed 1 denominatori B, delle ridotte della frazione continua

7o
Po— s
Pr— (2
Po— ey

la quale & convergente se il rapporto A, :B,, per z —= o , tende ad un li-
mite 4, valore della frazione continua. Hssendo. come & noto,
A=l Aq —10
By=—10}, By=—11¢,
viene
B0 == Py 0o Ay == Py 0y By, ,

da cui, per essere lim ¢, =0, si ricava

N=c0

Py god+Pyo, =0.

Onde si ottiene la seguente relazione fra la serie (7) formata con un integrale
qualsivoglia P, della F ed il valore 4 della frazione continua:

IR0
9 A== ———— .
&) P, Pio|1
Prendendo per integrale P, il sistema B, dei denominatori delle ridotte,
viene 4 = — ¢, c¢iod si ritrova lo sviluppo classico della frazione continua

in serie, dovuto ad Eulero.
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« 4, Suppongasi ora di avere scomposta la forma di second'ordine F

nel prodotto di due fattori di prim’ordine :
F — BE — fres— (@nes = 80) fies = @ 0 [
l'applicazione del metodo indicato qui sopra conduce colla massima facilita
a trovare le note formole per la trasformazione delle frazioni continue in
serie o viceversa. Infatti, un primo integrale della F ci & dato intanto dal-
I'integrale della E
Po= G- 1,
e la forma G = furn — bn fn ha per integrale
Oy == 1l @) = Dt o o Wiyt c
« La formola (4) diviene pertanto

n—1
(10) P — o U o s (6‘ +d > M)l—“b—_l> :

= Qs Gy

« Nell'ipotesi della convergenza della serie

%muwﬁ

b
;;—1 ) Q3 .. Ay

di cui si dird ancora ¢ la somma e o, il resto, l'integrale generale della F
prende la forma

=0 s (CEI= e80T
e la frazione continua

T to by
= bo— a1 by il ]
ay by — a3 b
s - by EiEa

¢ convergente ed ha per valore, secondo I'art. precedente:

o eediito AR
PPl e T
« Considerando pertanto la frazione continua
1 1l

t+24  ay—ay b,
a—+ bo— ay b,

‘ ‘ s - b, IV
si ha l'uguaglianza notevole

1 b bo b bo by
(11) e & Do 0 01 0 010z

ao—'_al + Dy Gh [63+ """ :

in eu:i .dalla convergenza della serie risulta, come viene dimostrato dallo stesso
procedimento seguito, quella della frazione continua e da cui, mediante ipo-




sy
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tesi speciali sulle @, e &, , si ricavano tutte le svariate formole di riduzione
delle serie in frazioni continue, raccolte dallo Stern e riportate dal Novi (1).
« 5 Un caso particolare degno di menzione si ha quando F si pud porre
sotto forma di prodotto di due fattori di prim’ordine fra loro uguali. In tale
caso si serivera

=)= /n+2_ (((n_l_ arH—l) /n+1 + an2 /n

il cui integrale generale viene ad assumere la forma assai degna di nota

e (oo, aunie]
/”_doal ves Op—) C+C (ao +al+ +an—l) !

: e Ao
Quando la serie = — & convergente, ed € di conseguenza convergente la fra-

n

zione continua definita dalla F, si ritrova la nota uguaglianza (3):

1

1 1 1
[LO—Fz—I—'“—{—Z— 5

ay

-+ a —

Ay —
0 412

« 6. Passiamo ora a fare l'applicazione di quanto si € esposto negli
art. 1 e 2 alla forma di teczo ordine, che supporremo scomposta nei suoi
fattori di prim’ordine e che potremo percio scrivere :

IB=—SBRB—
= frrs—(@nao-Onii=n) frroT (@ns1 Onir -G €~ 00 Cn) frrir—@n by Cn e
« Posto B’ E' = @&, dove
G = frre — (Guer =+ €a) frra = b Ca [
1 integrale Q, sard dato, per la formola (10) (act. 4), da
/ n—1
(12) O — Bt e (C' A %%})
ma 1’ integrale di F si trova risolvendo la equazione

f)z+1—arx f)z = Qn 5

eppercid viene dato da

13 e E it Lo
: — N N e
() [n= o B = bt
e ,I\;J :glcu Brtcco B Wigeen U o0 U 1‘,'
l,)"=_f G0 @ U3 vee Oyt Uyi2e v v v v e Q.

(1) Algebra superiore, pag. 426 e segg. (Firenze, Lemonnier, 1863).
(2) Novi, loc. cit, pag. 429.
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« Introduciamo ova l'ipotesi che i numeri @, 0n, ¢, siano positivi e che
le serie

S“i iy it oo D % 5 G oo Bt
Oy = ey Oy oo Uy

siano convergenti; indichiamone con o, ¢, le somme e con 0, ¢, 1 resti
rispettivi. La (12) si potrd allora scrivere

Qn = Z)o bl oo bn—l (CI + cnalaz
o per mezzo di questo integrale di G formando 1'integrale di F, si avra

SRS S 6’::-) :

=1 G U e Ay, :f;l @) Qs - .

[ = (G o Wlnen (c +¢

: Wy Wy 00 Wy . )
Ma la serie 322212 essendo convergente e le o, essendo, per ipotesi,
Ay Q2 .. Qy

quantitd decrescenti e tendenti a zero, la serie

®

00y by1 0
= W

sard a fortiori convergente, ed il suo resto potra porsi sotto la forma o3 ¢x,
dove o, tende a zero per #=oo. La espressione precedente dell integrale
generale di F' pud quindi trasformarsi in

(14:) f)l = Pn (cl _,_ c,l 671 _I— cl” Gn Qn)

dove P, = @ @ ... @n_y ; cosicché si hanno per F tre integrali P, , P,o, e
P, 0, 0, dotati della proprietd che il rapporto del secondo al primo e quello
del terzo al secondo tendono a zero per 7 — oo.

« 7. Nella stessa maniera che negli art. 3 e 4 abbiamo poste in rela-
zione le formole d’ integrazione della forma di second'ordine colla teoria delle
frazioni continue, cosi noi potremo ora applicare i risultati dell'art. prece-
dente all'algoritmo che delle frazioni continue fornisce la generalizzazione.
A tale oggetto, conviene prima dire che cosa intendiamo con convergenza di
un simile algoritmo.

« Data una forma B di terz'ordine, si consideri il sistema fondamentale
d’ integrali determinato dai valori iniziali

Ry=il, Aa=0, Ay=0,
By=0, =1 8=,
=0, C.=0, CG=I,

in guisa che ogni altro integrale viene dato da

(15) Pilr = Po A—ﬂ ‘l— Pl Bn + P, Cn >

poi si considerino i rapporti A,:C,, B,:C,. Quando questi rapporti ammet-
tono per 7 —co i limiti @ e B rispettivamente, e di piu ammette limite
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anche il rapporto B, — fC,:A, — aC,, e sia y, si dird che la I' definisce
un algoritmo convergente. Il limite y, in questo ordine di idee, ha lo stesso
ufficio che spetta, nella teoria delle frazioni continue, al valore della frazione
continua stessa.

« Ritornando ora alle formule dell'art. 6, applichiamo la (15) agli inte-
grali P, , P,0,, P,0,0,; passiamo poi al limite tenendo conto che il limite
di o, e o, sono nulli, ed otteniamo cosi senza difficolta il valore di y sotto
la forma

Py 0 00
i P
P,a; 0
=3
Mas RoeRii= e inoltre, posto
0
& boby oo by O
S:ﬂGlO]:ZOl y—1 )’
y=1 Oz @,
si ha
o S—*—'—y(IOCI . Cy—1 _l
05 Ao =1 bl []3 0 bv Uy
onde
2 (5 (o oo Bm
3 1
s s b
J ay*S @y
« 8. Aggiungiamo la seguente osservazione. Se una forma F contiene il
fattore di prim’ordine E = fjr; — @u_1[n, Sappiamo che essa ammette 1" inte-

grale ap & ... @,— . Se ora essa contiene il fattore E? = frurr— (@1 @) [
a2 f,, & facile vedere che ammette corrispondentemente 1' integrale con
due costanti arbitrarie

(17) o = Uy O oo i c+c( 1 =il 1 )

(11 Un—1

Cosi se la F contiene il fattore E?, corrispondera 1" integrale con tre costanti

n=1 v—

-l : il
g rr\
S (@ +c;:0 au>

y=0 l’J

an
\/i

(18) /”n:[(ro(ll .u(ln_l<0—l—0

@ CoSl via.

« In particolave, se F & di terz'ordine e della forma E?, la (18) ne dara
I’ integrale generale. L'algoritmo che essa definisce sara convergente e si potra
applicare la (16) se le serie S e o';, che ora sono

=1 &y V=1 p=

si suppongono convergenti ».




