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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Fisica matematica. — Sui potenziali termodinamicr. Nota
del Socio E. BELTRrAMI.

« Si assumano le due equazioni fondamentali della termodinamica nella
forma :
(1) dQ = dE -+ dL = tdF

dove E & l'energia, F l'entropia, ¢ la temperatura assoluta, dQ il ecalore
elementare (in misura meccanica) assorbito dal sistema e finalmente <L il
lavoro elementare speso dal sistema contro le forze esterne. Lo stafo del
sistema si suppone definito dalla temperatura / e da un certo numero di
variabili geometriche v, , v, , ..., collettivamente designate con » ed atte
ad individuare la configurazione del sistema stesso. Nell'espressione esplicita :

(1),, dL = 2‘/;11/‘

del lavoro elementare L, le quantitd p,,p,,..., collettivamente designate
con p . denotano (in senso generale) le forze puramente meccaniche che ema-
nano dal sistema e che tendono ad aumentare i valori delle rispettive va-
riabili »,,»,,... . Queste forze, insieme colle due quantity E ed T, ven-
gono considerate, di regola, come funzioni delle variabili indipendenti ¢ e ».

« Se esiste una funzione H tale che per ogni coppia di valori corri-

w spondenti di p e di » si abbia:

(L), P =l
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questa funzione si suole considerare, a giusta ragione, come il potenziale
delle forze p e propriamente come l'energia libera del sistema, come quel-
I'energia, ciod, cui & dovuta l'azione esterna puramente mececanica, epperd
liberamente trasformabile, del sistema stesso. Questa funzione, se esiste,
non pud dipendere dalle sole variabili v, perche l'espressione del lavoro
elementare dL non pud essere, evidentemente, un differenziale esatto. Hssa
deve quindi dipendere, oltre che dalle dette variabili », da un parametro u
che viene considerato come costante nella deduzione delle forze p mediante
le equazioni (1),. Questo parametro rappresenta una determinata funzione:

(1), u=u(t,v)

della temperatura ¢ e delle variabili geometriche ». Ammettere la costanza
di questo parametro equivale ad ammettere che la funziene H non esercita
veramente l'ufficio di potenziale, o di energia libera, che per i processi ter-
modinamici invertibili definiti dall’equazione x — costante. Se, per esempio,
» fosse funzione solamente della temperatura ¢/, H sarebbe il potenziale re-
lativo ai processi isotermi; se invece u fosse funzione solamente dell'en-
tropia F, H sarebbe il potenziale relativo ai processi isentropiei od adia-
batiei.

Cid posto, si presenta questo quesito: Ad ogn/ specie di processo ter-
modinamico invertibile # = costante corrisponde sempre un potenziale H?

« Bisogna escludere innanzi tutto il caso che la funzione # non con-
tenga la temperatura #; e cid sia perché il processo non potrebbe, a rigor
di termini, dirsi allora Zermodinamico, sia perchée la forma stessa delle
equazioni (1), suppone che le variabili » sieno fra loro indipendenti, e tali
non sarebbero se fra loro sussistesse una relazione x — costante. Per questa
stessa ragione si & ammesso senz'altro che il potenziale H non potesse con-
tenere che un solo parametro costante u.

E anche da notarsi che il potenziale H, quando esiste, non riesce com-
piutamente determinato dalle equazioni (1),, perché queste rimangono inal-
terate se ad H si aggiunge una funzione arbitraria di z. Questa funzione
non puo risultare individuata se non da qualche altra condizione. Per esem-
pio, nel caso dei processi isotermi (2 =1/) si sa che ponendo:

(D)a E—(F=G,

e lecito assumere come potenziale la funzione G e che questa funzione spe-
ciale soddisfa all'ulteriore condizione:

(1), s e

Cosl ancora, nel caso dei processi isentropici (» ="F) si sa che & lecito as-
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sumere come potenziale la stessa energia K (considerata come funzione di o
e di I') e che questa funzione speciale soddisfa all'ulteriore condizione:

L
(L [::()F)'
dove le parentesi indicano che la devivata di B & presa nell'ipotesi or detta.

« Cid premesso, considerando H come funzione incognita delle variabili
v e del parametro », si ha (1)aws:

e
M
e quindi (1):
: H :
d¥ — dH 4 =~ du = td¥
o meglio (1)a:
G — dH + :I: dutFdt=0,
taleché se si pone:
B) H—G+y,
si ottiene:
(2)a dy = Fdt -+ 2—3 du .

« Qui bisogna distinguere due casi.

« Se nella funzione # (/,v) non entrano le variabili », le quantita ¢
ed » non sono fra loro indipendenti, epperd l'equazione (2),, cui si pud in
tale ipotesi dare la forma:

W dt

stabilisce che y dev'essere funzione della sola temperatura /. E poiche da
cid segue:

e S g
P=— v (),

basta sopprimere la funzione additiva ¥ in (2) per ottenere H—=G e per
ricadere cosi sulle note formole (1), relative ai processi isotermi.

« Se invece nella funzione u (7, ) entra effettivamente anche una sola
delle variabili », le quantitd ¢ ed » diventano per cid stesso fra loro indi-
pendenti. In questo caso (che & il piu generale) dall’ equazione (2), segue
necessariamente che la funzione y dev'essere riducibile alla forma:

(2)e Y=y (l,u

e che devono essere soddisfatte le due condizioni:
M—F:U. ‘DU{—E:().
AU dut U
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« Queste condizioni non sono indipendenti. Infatti, considerando in (2)
H, G e ¥ come funzioni delle variabili indipendenti » ed x (coll'elimina-
zione di ¢ da G e ¥ mediante (1).) e derivando rispetto ad w, si ottiene:

YH G M, W

W M AR N

ovvero (1).:

Nz > R W M
( Ste = QU N du

equazione che ¢ una combinazione delle due sopraddette. Dunque alla fun-
zione ¥ di 7 e di » basta imporre la prima delle condizioni trovate:

Y
3 F=—.
(3) A
La seconda eguaglianza:
Y 2H
(3)a E——
qu U

esprime una proprietd che scende necessariamente dalla precedente e dalla
forma (2) del potenziale H.

« Ora l'equazione (3) costituisce una relazione fra le tre quantitd F,
¢ ed u, in virtu della quale il parametro » del processo termodinamico di
cui si tratta non pud dipendere che da 7 e da F: dunque i processi termo-
dinamici che ammettono un potenziale somo quelli, e soltanto quelli per i
quali la funzione x (dapprima supposta (1). direttamente formata colle va-
riabili ¢ e ») & riducibile alla forma speciale (che abbraccia anche i pro-
cessi isotermi):
(3) u=u(t,F).

Naturalmente questa forma cessa d'essere speciale allorché le variabili » si
riducono ad una sola.

« Quando 1'espressione (3), del parametro » & data, e quand’essa con-
tiene effettivamente F' (il che esclude i processi isotermi), la determinazione
della funzione ausiliaria y si riduce ad una quadratura, ciod (3) all'inte-
grazione dell'equazione:

Y
(3). u:u({. ‘u),
oL

la quale definisce ¥ a meno d'un termine additivo composto arbitrariamente
con », termine il quale passa, collo stesso carattere puramente additivo

’
nell'espressione (2) di H. Quest'ultima espressione pud scriversi anche cosi:

H=E+y—(2

PI4




sempre col sottinteso che venga eliminata la variabile ¢, mediante la sosti-
tuzione del valore che se ne ricava da (3), in termini di z e di ». L’energia
non libera (« gebundene Energie ») & pertanto rappresentata (per i processi
non isotermi) da:

W
K

Questa soluzione del problema non ¢ direttamente applicabile al caso
(gid piu volte ricordato e del resto conosciutissimo) dei processi isotermi,
caso nel quale, come si disse, le variabili / ed » non sono indipendenti
come la soluzione richiede. Ma si pud, ed in varii modi, far rientrare indi-
rettamente questo caso d'eccezione nella soluzione precedente, come risulta
dalla semplicissima osservazione che segue.
« Si assegni al parametro » la forma particolare:

U= Fm ln
dove 7 ed z sono due numeri diseguali. L'integrazione dell'equazione (3), da:

e mi l" LT i )
e quindi:
W u i 1! - 0
W m—n T2
talcheé si pud serivere:
—p+ 22 g,
BT L .

W m—n

Per rientrare nel caso dei processi isotermi basta porre v =1¢, cio¢ m = 0,
n==1, con che si trova:

H=E—®F+g(),

YH

= — Y (1) .

= + ¢ ()
Cos), per ottenere il caso dei processi isentropici basta porre v =T, cioe
m=1, n=>0, con che si trova:

3 YH
=E+¢(F), 5 — ¢+ ¢ (@)

Se, in amendue queste ipotesi, si ommette la funzione arbitraria ¢, si ri-
cade esattamente sulle formole (1)4. ed (1), gid ricordate quali ad esse
notoriamente corrispondenti.




— 478 —

« Come ulteriore verificazione della soluzione che precede, si conside-
rino 1 processi termodinamici del tipo:

u=1ty(F).

Dando a quest'equazione la forma equipollente:

rf ¢
P (L)

la corrispondente equazione (3). diventa:

S s
e (u
e da (ommettendo per semplicitd la funzione additiva):
t
Y=ug (7) .
Ne risulta (2), (3).:
t
H:G—}—zzq(—;):lﬂ—{—z/q(%)—iq’(/),

w
LN E St )
)u_q()( _)(g(//

€ per conseguenza:

R ey
u
Se ora si pone:
v=e F=—2 0y g,
si trova:
dF =zdg¢' () =zdF,
vale a dire:

udF = tdF .
Quest'ultima eguaglianza permette di dare alle equazioni (1) la forma:

dQ=dE+dL = udF,

in cui le primitive quantitd ¢ ed F sono surrogate da x ed F; ne segue

che l'ordinario procedimento di deduzione del potenziale isotermo conduce
medesimamente alle formole:

2H YH 2H
) — — —— F=—_— Tl
z W’ mw’ E=H—u Yo

le quali coincidono con quelle testé incontrate (Questa osservazione si col-
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lega con aleuni passi della prima Memoria di Helmholtz sulla Statica dei
sistemi monociclict).
« Dalle equazioni (1), si deduce:

Spdvf-—dH—F%%dm
ovvero (3)a:
dZpv — Svdp = — dH + :—w du
U

equazione cui si pud dare la forma:

(4) .‘.‘Udp—{—%du:d(H—f—E]w).

« Questo risultato si pud utilizzare in due modi.
« Se primieramente si pone:

(4)q H4 Zpv=K
¢ si concepisce questa nuova funzione K come espressa per mezzo delle
quantity p ed u, colla sostituzione dei valori dedotti da (1),,(3), per le
quantitd » e ¢, si oftiene (mercé la relazione (4) ed altre delle gia prece-
dentemente stabilite):

_ K WK

Sy woo W

e, W, 5,2k
B=K+i5;—y—3p

(4)e

« Ma si pud anche sottrarre dall'equazione (4) l'identita:
Ry e
= dt + )udu—dtp,
con che si ottiene (2), (3):
Svdp—Fdt =d(GHZpv),

formola da cui la funziome i & affatto scomparsa e che pud essero dedotta
direttamente da (1). Da quest'equazione, ponendo:

(5) G+Ipr=K,

e considerando questa nuova funzione K, come espressa per mezzo della tem-
peratura ¢ ¢ delle forze p mediante la sostituzione dei valori dedotti per le

quantitd » dalle equazioni:

G
1 0
si ricava:
W, WU
v=—0v, === ;
MW N
(5)a : WK YK
E=K, —(——3p—
R/ RV
‘er—~——-»f~ e T e SR e =




— ) —=

« Queste sono le formole che fanno riscontro alle (4), rispetto alla
ipotesi isotermica, la quale fa sempre in tal qual modo eccezione. Nel caso,
pid comunemente considerato, che le variabili geometriche » si riducano ad
una sola (volume specifico), la funzione K, corrisponde a cid che il Sig. Duhem
chiama (in un senso differente) potenziale termodinamico a pressione costante.

. In realtd questa funzione K,, che mon & pil un vero potenziale nel
preciso significato della parola, si riferisce sempre ai processi isotermi (x= ).
Volendo invece considerare, per esempio, i processi isentropiel (¢ = F), basta
ricorrere alle formole pit generali (4),, prendendo per K una funzione delle
forze p e dell'entropia F e ponendo (3). ¥ = (F (ommessa, per semplicita,
la funzione additiva). Si trova cosi:

pis P B—FK —3p =
N X’ NI

formole che si possono immediatamente verificare merce le equazioni fonda-
mentali (1).

« B quasi superfluo avvertire che il concetto di potenziale termodina-
mico, nel senso qui considerato, non coincide punto necessariamente con quello
di funzione caratteristica ».

Matematica. — Sui complessi generati da due piani in cor-
rispondenza hirazionale reciproca. Nota di P. VisALLI

. 1. Sieno «, 7 due piani in corrispondenza birazionale reciproca di
grado 2 ('). Ad un punto di « corrisponde una retta di 3, polare del punto;
e ad una retta qualunque @ di «, corrisponde un inviluppo ¢',, razionale di
classe 7. Ad una retta qualunque di @ corrisponde un punto di e, polo della
retta; e ad ogni punto A’ di g corrisponde in « una curva ¢, razionale di
ordine 7, la quale & il luogo dei poli delle rette di g uscenti per A'. Alla
retta af = d, corrisponde in «un punto D ed in 5 uno inviluppo ¢'s. Le
curve ¢ hanno in comune un certo numero di punti, z, semplici, z, doppi,
z- r-pli, ece., i quali si dicono punti fondamentali; e gli inviluppi ¢" hanno
in comune ', tangenti semplici, z’ doppie, z',+, 7’-ple, ecc., che si dicono
rette fondamentali. Fra i numeri 7., z', 7, esistono le note relazioni:

E/‘Z‘Z‘,- — E/"g,/;',‘z = ,;9 =1
2r (;- — 1) Tr— >r (7" -l ])_Jv".y = (,g =1 (,& 1= 3)
. Una retta 2 di «ed una retta o' di g si dicono coniugate, se a passa

(1) Tung, Sulle superficie generate da due sistem: Cremoniani reciproci di grado m.
Rendiconti R. Accademia dei Lincei, a. 1885.




