ATTI

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCXCII
1895

SERIE QUINTA

RENDICONTI

(Classe di scienze fisiche, matematiche ¢ naturali.

VOLUME 1V.

1 SEMESTRE

ROMA
TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

1 PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIUCCI

1895




RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.
Seduta del 3 /U(’/////‘/'//'u 71895.

['. Brioscur Presidente.

MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Swlia estensione del metodo di Riemann alle
/‘////((:/.0///' //.//('/(/‘/' a//(’ //(’/‘/'/‘//,/(3 /)///’:/'////‘ //'/1/’///'///' A\‘////('/‘/'u/’r‘. NHI:I

del Socio Liurcr Brancir.

« Alla fine della mia Nota precedente (') ho gia accennato ad ulteriori
ricerche, relative alla equazione lineare a derivate parziali del 3° ordine :

DU DU V% Y/ U I/
—}—(/'—W -

/
_ ) + S/ , L. J

S « J —— du=\.
AT VY 8 Y & . PR A2 Y A B Y It & !

i eul coefficienti «, b, ¢, «, B, y, 0 siano funzioni di =, y. ¢ assoggettate
alla sola condizione di essere finite e continue in un dato spazio. I miei primi
tentativi per applicare alla equazione generale (1) il metodo d'integrazione
di Riemann mi fecero credere che soltanto in casi particolari ne fosse pos-
sibile la riuscita. Ma la limitazione supposta in effetto non ha luogo e in
questa Nota appunto dimostrerd come debba estendersi il metodo di Riemann,
per renderlo applicabile alla equazione generale (1). Indico hrevemente le
circostanze mnotevoli, che in tale estensione si presentano.

« Se rappresentiamo simbolicamente con £(#) il primo membro della (1),
insieme a questa espressione differenziale del 3° ordine. siamo condotti a con-

siderare tre espressioni del 2¢ ordine
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tre del 1° ordine
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che si deducono da 2(x) nel modo seguente.
. . . ’ . R N2
< Consideriamo in () l'aggregato del termini che contengono . le

V4o

A}/
sue derivate; se in questo aggregato sostituiamo a — la » stessa, otteniamo

appunto 2, (#): cosi:

D A2 )
2, (u) = == = Sl —— CeU
VY D3 A3 Y,
similmente
N },/ \
Quy=T—;+c+a5. +fu
D du )/
O () P
( WL Y N/ Al :
Operando in modo analogo colle derivate seconde, otterremo
Y D
9, (u) T——‘m:_ !31_[//|i—-\~—:—- b .
Y
N/
0, (1) = — -+ cu.
-

« Cio premesso, chiameremo soluzione principale relativa al
punto (z, 7, 2,) della 2(xz) =0 quella sua soluzione regolare che & per-
fettamente definita dalle condizioni seguenti :

= 1* di assumere nel punto P, (%o 9o 30) 1l valore z=—=1:
<« 2> di soddisfare lungo le tre parallele agli assi coor-
dinati, condotte per P,, alle rispettive equazioni di 1° ovdine

O () =0 25 () = 05 2 (%) =0}

« 3> di soddisfare sui tre piani condotti per P, paral-
lelamente ai piani coordinati alle rispettive equazioni di
2° prdine

0N () —= O (%) —= 0= ()i =—()"

< I1 problema fondamentale da porsi per la integrazione della (1) con-
siste ora nel ricercarne una soluzione regolare, che sui tre piani coordinati
assuma valori arbitrariamente dati. Col metodo delle approssimazioni succes-
sive di Picard si dimostra facilmente che la soluzione cercata esiste; su cio
credo inutile insistere nella presente Nota, non essendovi alecuna circostanza

nuova da rilevare.




— O] e
« Mi diffonderd invece sulla estensione enunciata del metodo di Rie-

mann, dimostrando come per calcolare il valore della soluzione cercata in
un punto P, bastera che della equazione aggiunta della (1):

@) @ (v) ¥ ¥(av)  (bv) - A(ev) | d(ew) d(Bv) 4
AT Y s A S AL 8 AT VY AL Y
d(yv)

+T—r)/‘ =(6)

si sappia determinare la soluzione principale, relativa appunto a P,.
Tale soluzione » si dira anche il moltiplicatore principale.

< Se » e una soluzione dell'equazione aggiunta (2), si ha identicamente,
qualunque sia #:

WX | Y |
(5] 300 f— - =
&) Sl dx |y L N

essendo X, Y, Z espressioni lineari omogenee in # e nelle derivate prime e

seconde della forma seguente :

D A U -1
X=0v YR + A 5 + B T *}— Cu
(4) Y oL LB g OUAR S\
P Y hF3
- V2 R O B i |
L=t R i i T

« Basta infatti per cid che A, B, C'; A, B, C": A", B". C" soddisfino
alle sei relazioni :

. - W - 5 o L = Yo R
\ A + B" == 3ap — o A —{— B — 3y — 37/ , A4+ B =38cv— D‘S
W A 2B” | QA v 0B | A
US| ¢ e :) S NN == = ',,)), (« _L— )
’l,, = = e, C' - -+ = 3B g - N 3y

« Ora indicando con 4, u, » tre funzioni affatto arbitrarie, si soddisfa
nel modo piu generale alle equazioni precedenti, ponendo

1 AL A ; 17/ R
A — ?(;;m' — ——) —{— 4. A= 7(.)///' T

N~




¢ ricavando dalle seconde di

09

esse 1 valori di C, C, C". Conseguentemente

alle espressioni (4) di X, Y, Z potremo dare la forma seguente :

. A% (1)
x == S
ol A3
)
— «
/
. V3 (uv)
Y e
AL S
(d)
o) in
—— 2
) !
- d7(uw)
7 ——
N N
ETEo A 3 (hp) : ¢
S 2 2 )y ) s A\l
S 2
« Supponiamo ora che si cerchi una soluziene regolare z della 2 (x)=0,
la quale sui piani coordinati #=0, y =0, :=0 assuma valori presta-

biliti. Di questa soluzione, la cui esistenza é accertata come si ¢ detto dal

metodo delle approssimazioni successive, vogliasi calcolare il valore in un

punto M = (z

'[Lll‘.l“l:li al tre

I"-l.l

:,). Conducendo per M i tre piani

— i

=Zos U o, S=—%

ni coordinati, formeremo il parallelepipedo della figura.

0 A

‘\l'pli“hi‘l‘“” allo \P‘ui” racchiuso da questo I"’ll':)||l'|«,‘l'i|u,‘t]u la nota formola :

e

~

L = :)// 7 //‘// l3—— ~ ~ :X(‘u‘ nz =Y cos ny ~- 7, cos ,/_:(/r,_
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« Se per X, Y, Z sostituiamo le espressioni (5), 1'integrale triplo si
si annulla e resta quindi

(

® [ (Xayds+ [ (Yawds+ [ (2dwdy= [ (Xdyas4( [Yawds+

( )

+ H////

( )

« Una volta fissato il moltiplicatore » e le funzioni 4, w, », tutto sard
noto nel secondo membro della (B) per mezzo dei valori assegnati ad u sulle
faccie 2 =10, y =0, 5= 0. Pev calcolare altresi il primo membro, dispor-
remo di » e 4, w, v in guisa che per z =z, I'espressione X si ridueca al

V(uw

suo primo termine =——dd similmente Y, 7 si riducano rispettivamente per
Y 0’

>

2 (uw)  V(uw)
22T AT WY

[

=1, & =25, ai loro primi termini

« Ammessa la possibilitd di una tale determinazione, che fra un momento
effettueremo, il 1° membro della (B), effettivamente calcolato, ¢ dato da l

3 (uv)y + : (uv)s + (uv)s - (uv). : = "-3: (wv)o - (20)e + (u0): : :

le notazioni (u0)y, (#)s, (#0)s ... indicando i valori di »v nei pnnti rispet-
tivi M, A, B.... La formola (B) si muta quindi nella seguente

(6) 3 (uo)y =2 : (wv)s = (1) =+ (u0); :—;w)\—:wwm + (uv). :7‘-

—J»— “{‘Xl/.////j—*— “"Y(,}./'(/\T—i— ““Z/L}f/”/f/.

che contiene gid il risultato richiesto.

g3,

« saminiamo ora se si possono effettivemente assumere il moltiplica-
tove » e le funzioni 4, w, v in guisa da soddisfare sulle rispettive faccie

2=y, Y =10, § =45 del parallelepipedo alle condizioni sopra enunciate.

Dovremo avere per ¢id:

(7) sulla faccia z=i,




(7)) sulla faccia y=y,
A SR T i3 , )\
2 2 23w O TRl —E
1 [ 1 [
y:f(%—/‘), " ‘7( ——/“)’
SARY o L
(7 sulla faceia s = 3.
A N Ji R ) \
S RO A s T '——;")
« Intanto dal confronto dei due valoridi 4 per z = ,. 7 =y, simul-

taneamente, cioé lungo lo spigolo MF del parallelepipedo. segue che lungo
~»
(1 eSS0 qeve essere — — ¢ — 0 ¢ cosl

2 — av lungo MD, 41 s lungo ME, — = ¢ev lungo MF.

(5

o

- Sostituendo poi nella terza della (7) 1 valori di 4, » dati dalle prime
due. deduciamo che sulla faccia » — il moltiplicatore » deve soddisfare
1lla &‘A[H::'[iwhr’

= Similmente dovra » soddisfare alle equazioni

sulle rispettive faceie y =y7,. ¢ =32

« Disponendo in fine della costante moltiplicativa arbitraria, che le con-
dizioni precedenti lasciano in ». in guisa che sia vy =1, vediamo che la
soluzione » cosi definita dell'equazione aggiunta ¢ appunto il moltiplicatore
principale, relativo al punto M. Bastera dopo cid scegliere per 2 una fun-
zione di z, 7, ¢ che sulle faccie w —=uz,, 7

— 7/, assuma i rispettivi valori
dati dalle (7), (7'). restando del resto affatto arbitraria. Similmente dispo-
nendo di g, », le condizioni imposte saranno tutte soddisfatte e sard quindi
applicabile la formola (6). Nel secondo membro della (6) compariscono per
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altroi valori di 4, w, vsulle faccie & = 0, y =0, z=20, valori che essendo

in parte arbitrarii converra opportunamente eliminare (*).

V/E
1SS

« Prendiamo dunque a trasformare i tre integrali doppi

che figurano
nel secondo membro della (6). Abbiamo

& 1‘/// dz — | —(H) dy dz + ‘ DL _)/)_l_
& s Y B
hn \/.> Deeny = 9 / )’ S|

_Fs(”_)_// +H(“m_ (“)_T ”)\ ¥

R0 ~ A .
+ 3 s ( \()v////)r///r/;—il ( ‘ (‘i ,«/// dz .

(&

©
0CDI 0cCDi

« Ora osservando che si ha:

‘ ‘ %‘/NT/:) dy dz = (uv)o »‘1— (uv)y — (10)s — (wv):

A S
\ q ) e — ‘ Auds \ A dz
)V// t ) 3

2L 0 ~ >
\ ‘ \—(\1?{) ’/,’/ d: = ‘ Vi «/‘// — ‘ VL //,'/

ed operando nello stesso modo sugli altri due integrali ‘ ‘ Yol ds ‘ '/ Iz ds,

(y=0)

(=

vediamo che gli integrali estesi agli spigoli OA , OB, 0C, nei quali figure-
rebbero 1 valori non dati di 4, w,», si distruggono. Se nei rimanenti inte-

grali semplici sostituiamo a A, v i loro valori dati sulle

faccieNpi—"17
(1) Essendo identicamente
d () (Auw) D (vu)) AR D (Au)) D (vu) duu)) 0
deldy syl dz § sl da y §
se si applica la formola (A) si vede a priors che i valori di 4, w, » nelle faccic
Y=0F% 0 non hanno influenza sul secondo membro della (6).
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J — 1o . 8 = 3, in funzione del moltiplicatore principale » dalle (7). ()R ()

troviamo infine la formola:

B) 1w = (v)o -} (@0)o + (@0)s F (@0de — } (w0)s 4= (0)n =+ (0)et -

) d §

200 —— (ev) — mw)il
N \
d d /

2, ._t(_,.)_ 7(,‘,~)] axyas
N A \

)
)

20) L 25— 20) 4|
[+

b (a2t [ o) (o)t
13 et (=)ot | o)

< Questa ci esprime appunto, come si voleva, il valore di # in M per
mezzo dei valori assegnati sulle faceie z=0,7=0,5=0 e per il molti-

plicatore che supponiamo gia calcolato.
« Alla formola (B) possiamo dare una nuova forma, facendo sparire
dacli inteorali doppi con integrazioni per parti le derivate della #, otteniamo

cosl la nuova formola:

(B*) v = (uv)o =+ ) (#0)p T (#0)e | (4D) — (o) —%—(///‘)‘ ";‘("“) {81

' \ % 2 ' /
—— \ \ e (cv) — (hv) +— v dy dz -+
RYRR 22 \
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« Dall'una o dall'altra di queste formole risulta evidente che se una so-
luzione regolare » della nostra equazione 2(z) =0 si annulla sui tre piani
coordinati, ¢ nulla dovunque e ne segue il teorema d'unicita :

« Ksiste una sola soluzione regolare della 2(z) =0 che
sul piani coordinati assume valori prefissati.

S 5.

« Come nel caso particolare considerato nella mia Nota precedente, e
in perfetta analogia col teorema di Darboux (') per il caso di due variabili,
sussiste anche qui per le soluzioni principali di una equazione e della sua
ageiunta una sorta di teorema di reciprocitd, cioé: Se si considerano
due punti qualunque M, M dello spazio e con #,» si indicano
rispettivamente le soluzioni principali della 2(z) =0 e della
sua aggiunta @ (») =0, relativa la prima al punto M la se-
conda al punto M, si avra la relazione

Ung ="l

« Per la dimostrazione supponiamo semplicemente M’ nell'origine O,

talche lungo ¢li assi coordinati la » soddisfera alle rispettive equazioni

N/ A ),(
AG8 _}«////:()‘?'%—/1//?1)_ x ‘%—('//T“
QL N/ 5
e sui piani coordinati alle altre
AU U QU
—— b 1 — —.:~ an — ()
VY 08 D3 i/
DU DL Y2
QL A5 A N
DU " "
-+ a - —+ 0 — -+ yu 0
N\ 3/ hJ

« Allora se ricorriamo alla formola (B), facendone questa volta sparire
con integrazioni per parti le dervivate della », troviamo facilmente
/I\. = /'H .

S 6.

« Non sari inutile osservare che se in luogo della equazione omogenea
Q(u) ( si ha l'altra non omogeneca
D) =1 (2,7 ,8),
essendo I" un'asseonata funzione di 2, 7. 5. e si vuole nuovamente integrare

(1) Tome TI, pag. 8.
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la » sui piani coordinati' assuma valori dati, i calcoli ver-

in cuisa che

ranno in cid solo modificati che si avrd

X Y Mo
% Ty f e

. Percid. onde rendere la formola (B), o la (B*), applicabile al caso

attuale. bastera agoiungere al secondo membro l'integrale triplo

« In particolare la soluzione x di Q(x)=TF, che si annulla sul piani
coordinati e data semplicemente dalla formola

o ~ S

(2o 5 Yo 5 50) — \ \ \ Rz ,y,8)dx dy ds

il moltiplicatore principale relativo al punto (zo, 70, %). Da

“\ull‘ll) ) 11
particolare, si ottiene ogni altra soluzione aggiungendovi una

questa soluzione
Q(n) = 0.

soluzione della equazione omogenea S

SV Tfe

« Benche non possa qui trovar posto la generalizzazione dei risultati

jttenuti al caso di » variabili, possiamo indicare fin d'ora in qual modo
¢ una funzione incognita di » va-

tale generalizzazione si ttuera. sendo
riabili #,, %2, ...Z,, le equazioni da considerarsi avranno la forma:
~ =1 4, =2
oy) = ———— LD | N : L
ALy VL3 VTn - ; A — N d
i = N = RS 5 By = 7 " ()
- 2. N i
1 coefficientl ;. iy, @ .. essendo funzioni date di 2, ,z,,...2, e indi-
" :ando in generale
1 (/4
il coefficiente di quella derivata (z — 7)™” in cul si deriva una volta rispetto

a ciascuna variabile eccetto le 7 :
Liy Liyooo iy o
« Allora per definire la soluzione principale di 2(z) =0, relativa per
—0...Zp—0, [Di‘w",“i‘,‘l":ll)'v nel modo seguente.

esempio al punto 2, =0, z»
« Separiamo da 2(z) l'aggregato di quei termini che contengono una

p- e.

determinata derivata 7"
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le sue derivate e sostituiamo in esso a questa derivata 77 la u stessa.
L'espressione differenziale che per tal modo risulta s'indichera con
O

Uylg ealp

e si dirh una componente d'ordine » — 7 di 2(x). La soluzione principale

di 2(z) =0 verrda allora definita dalle condizioni seguenti: nel punto
(0,0,0...0) assumera il valore 1; lungo gli assi coordinati
(1) (22) «.r () soddisfera alle rispettive equazioni componenti
del 1° ordine

Yz

n

—{— a,u =10 —-[«// wu=>0.

o J—(/,g/—lb
AL s AU

sui piznui coordinati (z; z;) soddisfera alle equazioni compo-
nenti del 2° ordine
=

_ -+ ay —J— i w=105;
Vi 0Lk ALy, AT,

i
sopra gli spazii S; coordinati alle equazioni componenti del
3° ordine ecc. e infine sugli iperpiani coordinati S,., alle
equazioni componenti d'ordine n—1.

« I1 problema di trovare una soluzione » della 2(z) = 0 che su ciascuno
degli iperpiani coordinati z, =0 ,2,=0,...2,=0 si riduca ad una
funzione arbitrariamente data delle rimanenti \Almluh si risolvera quando
della equazione aggiunta alla 2(z) =0 si sappia determinare la soluzione
principale relativa a quel punto, ove si vuole determinare il valore di « .

« Mi riservo di sviluppare in altro lavoro i risultati sommariamente qui
indicati, e di proseguire inoltre anche in altro senso la ricerca, in analogia
col noto metodo d'integrazione di Laplace pel caso 7= 2.

OSSERVAZIONE

« Nella Nota del dott. Niccoletti, che presento alla R. Accademia, si
vedra come il metodo di Riemann pud estendersi senza difficolta alcuna ai
sistemi di equazioni del 2° ordine a due variabili della forma

V78 N A8 3 )
, 5 G Al A3 3 i
=SS e Lir = = ;.. Cir&r )
[ ] Q2 Y —( Ty f Y Sl
« Non sard inutile osservare come lo stesso possa ripetersi dei sistemi
analoohi di grado superiore e cosi dei sistemi di 3° ordine:
: 4 U
=112 il —=——
2L Y
DU D D3 D / du
\ Uk OTU, A UG U] ! P
> da + b e F o ot g S
R /AR BN QT Y AT R




