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14. Zumol.

N abbass. coeflic abbassam.
d'ord. concentr termonn. abbassam molecolare
136 0,20 0,542 092,68
137 1.76 0,517 88,46
138 2,05 0,497
139 Sl 0,460
140 03: 4.38 0,441
141 13,057 548 0,419

« Da una semplice ispezione delle tavole che precedono si vede subito
che 1l bromotoluene si comporta in modo analogo agli idrocarburi ed ai loro
prodotti di sostituzione alogenici o nitrici (benzina, p. xilene, bromuro di
etilene, bromoformio, nitrobenzina). Si ottengono cioe risultati normali con
le sostanze neutre in generale e con ¢li alecaloidi, circa metd dei normali
per gli acidi; in quanto agli alcooli ed 1 fenoli si hanno risultati normali
o prossimi ai normali in soluzioni molto diluite, 1 quali col crescere della
concentrazione si allontanano sempre piu ed in modo rapidissimo per gli
aleooli, meno rapido pei fenoli.

« In quanto al numero da scegliere per costante dell’ abbassamento mo-
lecolare, risulta quanto segue dalle esperienze indicate.

Per la benzina leesp. n° 1 a & danno in media 79,22

= toluene » = 14 a 17 - ” » 84,16
Per il bromuro di etilene - » 25 a 28 - - 83,47
Per l'ossalato di etile - = 46 a 50 = » » 79,91
Per il veratrol - » 54 a 59 = - ” 82,03

- tiofene » » 68 a7l » " » 83,93
Per 1 anilina - = 77 a 80 » = » 81,99

Media generale 82,10.
= Numero che pud dirsi coincidente con quello calcolato con la formola
di van't Hoff.
« Il bromotoluene per le sue estese proprietd solventi, per la facilita di
averlo puro e conservarlo lungamente inalterato e piu di tutto perché non
presenta fenomeni di surfusione, & uno dei solventi piu raccomandabili per

le determinazioni crioscopiche -.

Matematica. — Swlle soluzioni l‘/)//,/'//l///’(‘ nelle ('(////(;/'f,///
lineari differenziali e alle differenze. Nota del Corrispondente
S. PINCHERLE.

« Nello studio delle equazioni differenziali lineari si sono presentati si-

stemi di 7 integrali tali che se ¢ denota uno di essi, gli altri sono zy

Z°@, ... 27"'g. Questi integrali, chiamati con espressione forse non molto fe-
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lice « soluzioni coniugate » dell'equazione, sono stati considerati dal Bras-
sine (') e dal Floquet (?): essi sono per un'equazione differenziale lineare
I'analogo di ¢io che ¢ una radice dell'ordine » di multiplicitd per un’equa-
zione algebrica, e la condizione necessaria e sufficiente per 1'esistenza di un
tale sistema di soluzioni ¢ stato dato dal Brassine nei seguenti termini. Sia

1—1

)

¥ da" 7[— ) da

1)
A S S/ ) = —+ a, (2)

la forma differenziale lineare che, uguagliata a zero, da 1'equazione che si
considera. Si moltiplichi ogni termine della forma per I'indice di derivazione
¢ s1 diminuisca quest’indice di un'unita: si ottiene la forma, gia considerata
dal D'Alembert:

art he=

+(n—1)a (2) /t == g, (z)

F Cpperay
chiamata dal Brassine prima coningata della forma data: applicando da capo
la medesima regola, si ottengono le forme F”, F"” | ... seconda, terza, ... co-
ningate della data. Or bene, condizione necessaria e sufficiente affinche la
F'— 0 abbia il sistema di soluzioni coniugate ¢, z¢, .. 2~'¢, ¢ che ¢ ha
soluzione di F =0, F' =0, F“=0,.... fino' ad F«2 —.

« Una questione analoga ¢ stata studiata per le equazioni lineari alle
differenze finite, in una Nota interessante recentissimamente pubblicata dal
prof. Torelli (*). Egli ha chiamate « soluzioni coniugate » di una equa-
zione lineare alle differenze 7 soluzioni tali che denotando con ¢ () una di esse,
le altre siano date da z¢, 2 (z + 1) ¢, ... 2(z—1)... (2 -+ » — 1) ¢; ha de-
signato col nome di « forma prima derivata » della forma lineare alle differenze

F=f(z4+n)Fa(z)f(c+n—1)+ - Fa, (z) [ (z)
la F’ ottenuta moltiplicando ogni termine per l'indice aggiunto ad # e di-
minuendo questo indice di un'unitd, talche

IM=anf(z+n—1)4(n—1)a (z) /(2 F+n—2)4 -+ a,- () f(2);

cos1, applicando reiteratamente la medesima regola, si hanno le forme F”
I ... o seconda, terza, ... derivata della forma data. Ecli ha trovato che
la condizione necessaria e sufficiente affinche la F abbia il sistema di
soluzioni coniugate ¢, zg, ..z (z1).. (2 47»—1)g & che essendo ¢
soluzione di F =0 ,p (2 1) lo sia di F'=0,¢(z+2)di F" =0, ...
fino a ¢ (z -4 7 —1) che deve soddisfare F¢—V —=.

o

(1) Nota IIT al Cours d'Analyse de ' Ecole Polytechnique di Sturm, 3¢me  &(dit
Paris, 1868,

(2) Annales de I'Ecole Normale supérieure, S, II, 'TI'. VIII, 1879.

(3) Rendiconti della R. Accademia di Napoli, 13 luglio 1895,

Rexprcontr. 1895, Vor. IV, 2° Sem
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« Ora in queste poche righe mi propongo di mostrare con quanta sem-

Niﬂm le pl‘OpOﬂ/hHli
nerale delle operazioni funzionali distributive, di cui ho recentemente esposto

precedenti si possono ottenere ricorrendo al calcolo ge-

i primi prineipi in una Nota pubblicata in questi medesimi Rendiconti (!). Sia,
a tale uopo, A una operazione distributiva qualunque ed A (¢) il risultato che
si ottiene applicandola alla funzione ¢, e si consideri l'equazione A = 0.
Diremo che un sistema di 7 soluzioni di questa equazione forma un sistema
di « soluzioni coniugate =, quando le dette soluzioni sono proporzionali ad 7
funzioni razionali intere di grado non superiore ad »—1 e delle quali il
determinante dei coefficienti sia differente da zero. Il nome di « soluzioni
coniugate = si dd solo per uniformarsi alla denominazione usata nei casi pre-
codentemente ricordati. Siano dunque queste soluzioni

(A -;’— Qis T* + + air )Y
(=l 2 ke 7,

(1) ¢i=(an+a

in cul il determinante
D=2= a)) Qs ... Oy

& differente da zero. Moltiplicando le ¢, , ¢o, ... ¢, rispettivamente per 1
quozienti degli elementi reciproei di @, @sn - @ divisi per D, si avrd,
detti ey, @sy s .o & questl quozienti:
@ ¢y @an §o 4+ @ =—=3"'Y
(A=12Nn)k

che saranno altrettante soluzioni della medesima equazione A =0, come e
evidente: onde se esiste un sistema di 7 soluzioni coniugate per 1'equazione
A — (. esiste anche un sistema di 7 soluzioni della forma ¥, 2y, 2*y, ..
w—1 3 come pure della forma ¥, 2y, z (2 -+ 1)y, ..., cosicché la defini-
nostra racchiude quelle dei due autori ripetutamente ecitati, nei casi

vamente considerati.
ora di dare una condizione necessaria e sufficiente per 1'esi-

stenza di un tale sistema di soluzioni. Nel lavoro citato (*) ho chiamata de-

rivata funzionszle di un'operazione distributiva A (¢) la nuova operazione
A’ () = A ( L) — ,[‘_\'(j' X

ed in modo analogo si sono definite le derivate seconda, terza, .. A”, A", ...

Esse danno luogo alle identita

A(zg) =A(p) +zA(y)

A(zg) =A"(y) +224"(9) +2°A(9)

e

A 'g) =AY (p)+ (r—1)zAT? () + =+ 2" A (¢)

(Y) Sulle operazion funzionaly distributive. Rendiconti della R. Accademia dei

Lincei, 17 febbraio 1895.

(2) Sulle operazioni funzionali distributive, § 7
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Se dunque ¢ A(g) =0, A" (¢)==0,.. A"V (¢) =0 per una medesima

funzione ¢ =, sard anche A () = A (zy) — - A (2" ' ) = 0, od esiste
un sistema di soluzioni coniugate: reciprocamente se esiste un tale sistema
e (uindi una funzione ¥ tale che sia A () = A (zy) = = A (2" '¢) = 0,

dalla forma delle (2) si conclude che deve essere A’ (y)=A"(y) =
ATV (y) = 0. Talche:

« Condizione necessaria e sufficiente affinché un‘operazione distributiva A
« si annulli per un sistema coniugato di » soluzioni, ¢ che esista una fun-
« zione che annulli A e le sue » — 1 prime derivate funzionali ».

« Come casi particolari si deducono immediatamente le proposizioni del
Brassine e del Torelli. Si ammetta dapprima che A sia una forma differen-

n

ziale lineare, e si ricordi (') che la derivata funzionale dell'operazione %
o D* & D', e si ha senz'altro la proposizione del Brassine. Si supponga
poi che A sia una forma lineare alle differenze

F =/ (24 n)+a (@) f(z+n—1) 4t (@) [z +1) + au (2) [ (2)
o simbolicamente

0"+ a, (2) 0" 4 F a0 (2) 0+ @ (2),

e si ricordi che la derivata funzionale di 6" & 26" (), e si avrd che se la I
ammette » soluzioni coniugate (che ¢ indifferente di prendere nella forma
¢,2¢,z(z+1)¢,..data dal Torelli) ¢ annullera la F e le derivate
funzionali
F=u0" +a,(2)(n—1) " ' 4 Fa,_,(z2)0,
F'=n0"~+a, () (n—1)2 6"+~ a,_,(z)0,

Per dare a questa condizione la forma stessa che vi da il prof. Torelli, os-
serviamo che se F' (q (.z')) =0, la forma

n0 - ay (2) (n—1) 0" 4 -2,y ()

sard annullata per ¢ (2 - 1): ma questa ¢ annullata anche per z¢g (2 4 1)
per ipotesi, onde sard nulla per ¢ (z - 1) anche la sua derivata funzionale,
vale a dire

n(n— 1) 6=+ a, (2) (2 — 1) (1 — 2) 8"~ + = + a_, (2) 8
e (uindi

n(n—1)6"—2 4 a () (n—1) (n —2) "3+ -+ a,_: (2)

(M) Ibid. § 9e.
() Thid. § 9d.




sard nulla per ¢ (.2 - 2), ece.: con eid si ha precisamento il teorema del

prof. Torelli ricordato in principio.

« Sotto la forma generale che abbiamo data al problema, ¢ dunque
risoluta la questione dei sistemi coniugati di soluzioni per operazioni distribu-
tive di qualunque natura, e quindi in particolare anche per equazioni lineari

differenziali od alle differenze ad infiniti termini »

Matematica. — Sulla teoria degli iperspasi. Nota del prof.
GREGORIO Rriccr, presentata dal Socio CREMONA.

1. Si abbia una forma fondamentale ad variabili

e Ay, Ay, ... 4, siano gli eclementi di un sistema semplice covariante, pel

juale valga la identitd

R

in cui con | ¢ designerd il valore assoluto di questo radicale, rappresente-

anno una congruenza di linee tracciate nella varietd ¢ (') e determinate per
oni punto anche quanto alla loro direzione positiva; e reciprocamente ogni

di linee cosi determinata potrd considerarsi come rappresentata

la un sistema di equazioni (2), i cui primi membri A" siano funzioni date
lelle variabili . Is ...z, lecate fra loro dalla relazione (1). Chiamo il

[ frovariante (cova-

sistema A (rispettivamente 4.) sis ( yrdinato controve
della congruenza di linee rappresentata dalle equazioni (2).

ico con A, ,, 4, - 1 sistemi coordinati covarianti di » con-

-uenze di linee ortogonali fra di loro due a due o, come dird, costituenti

in sistema ortogonale nella varietd ¢. Si avranno le identita

(3) A Ay e (e TN 2 5 )
il simbolo &,; rappresentando lo 0 o 1 unita, secondo che gli indici 4 e /4

sono distinti o coincidono. Ad esse equivalgono le

(1) Chiamo « brevemente la -1 ot 1
) Chi br n VATl vl limensioni, il cui elemento lineare ¢




