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Matematica. — Sopra una classe di superficie collegate alle
superficie pseudosferiche. Nota del Socio Luicr BIANCHI.

Nel quarto volume, recentemente uscito, delle Zegons sur la théorie
générale des surfaces il Darboux, esponendo il nuovo metodo di Weingarten
per la ricerca di intere classi di superficie applicabili, tratta 1'esempio delle
superficie applicabili sulla sfera (I. c., pag. 321) e fa osservare come tale
problema viene cosi ricondotto all'altro:

Determinare le superficie = dolate della proprieta che ogni segmento
di normale, compreso fra ¢ due centri principali di curvatura, sia visto
da un punto fisso O dello spasio sollo angolo retto.

L’ equazione a derivate parziali del secondo ordine, caratteristica per

queste superficie =, si scrive:
(1) (¢"+p) (" +p)=p*—2¢,

ove o', o indicano i raggi principali di curvatura, p la distanza del piano
tangente dal punto fisso O e 2 la distanza del punto di contatto da O stesso.

Il Darboux dopo avere cosi trasformata la ricerca delle superficie a cur-
vatura costante nella integrazione della equazione (1) soggiunge: 7/ n'y a
la qu'un fait curieuz, Uéquation précédente élant plus compliquée que celle
des surfaces & courbure constante. Tuttavia la ricerca effettiva delle rela-
zioni geometriche fra le superficie 3 della classe (1) e le superficie a cur-
vatura costante conduce, come si vedrd, a risultati ben semplici che meri-
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tano di essere osservati. Qui mi limiterd a dare gli enunciati dei teoremi
fondamentali, riserbando ad altro luogo le dimostrazioni e gli sviluppi.

IS

Indicherd in questa Nota, per brevitd, col nome di swperficie I ogni
superficle della classe (1). E innanzi tutto osserverd che limtandosi, come
sembra opportuno in queste ricerche, a superficie reals, le superficie & non
vengono gid a collegarsi, secondo il metodo di Weingarten, colle superficie
applicabili sulla sfera, sibbene con quelle applicabili sulla pseudosfera, ossia
colle pseudosferiche (1).

I1 modo di derivazione delle superficie X dalle pseudosferiche e il se-
guente. Presa una superficie pseudosferica S qualunque, si tracei sopra di essa
un sistema di geodetiche parallele 3 — cos'® (uscenti da un punto all infinito
della superficie) e le loro traiettorie ortogonali @ = cos'® (oricicli). Assumendo
convenientemente i parametri «, g, il quadrato dell' elemento lineare di S
prenderd la nota forma parabolica
‘:] 7o ‘,(::f: :"A'J'

Indicando con &, 7 ,¢ le coordinate di un punto mobile sopra S, pongasi
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e saranno s le coo di un p mobile sopra una superficie =
della classe (1). Viceversa ogni superficie = si ottiene da una conveniente
pseudosferica S, su sta tracciat leterminato sistema di geodetiche
parallele colle formole (3). Ma si noti che per tal modo dalla superficie S
si deduce non una sola =, ma un’intera serie di tali superficie = parallele,
giacché mutando 3 in 2 - cost'®, la (2) non si altera, mentre la superficie (3)

si cangia in una parallela. E evidente del resto, per la definizione geometrica
delle superficie =, che ogni superficie parallela ad una = & nuovamente una 3.

Cio significa che I'equaz i (1) e invariante rispetto alle

trasformazioni pare
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ficle = data dalle (3), si trova l'importante risultato: S pra la superficie =

322) il Darboux pone ¢ =} p*—2¢;

(1) E inver
ma poiche per ¢ puramente immaginaria e le
superficie corri
rispondenti a
effetto s

linate dei loro punti cor-
rdinate per ' — 1 si ottengono in
udosferiche). Se cosi non fosse,

ti inntilmente cercato cio® un me-
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le linee di curvatura corrispondono alle linee di curvatura della super-
ficie pseudosferica S, da cui deriva secondo le formole (3).

Ora alle geodetiche # == cost'® di S si tirino le tangenti; la congruenza cosi
formata ha per prima falda della superficie focale la S e per seconda falda
una nuova superficie pseudosferica S" complementare della S. D'altronde si
vede subito che la corrispondenza di punto a punto della = e della S’ & tale
che le normali in due punti corrispondenti sono parallele, e poiché alle linee
di cwrvatura di S corrispondono, come & noto, quelle di S, ne deduciamo il
teorema :

A) Ogni superficie = ha la stessa immagine sferica delle linee di cur-
vatura di una superficie pseudosferica (V).

Questa proprietd fondamentale spiega appunto il perche la teoria delle
superficie = viene necessariamente a collegarsi con quella delle superficie
pseudosferiche.

Di piu si osservi che presa una qualunque superficie pseudosferica S', vi
sono oo' sistemi di superficie = parallele aventi a comune con S’ 1'imma-
gine sferica delle linee di curvatura, e cid prescindendo da un'omotetia col
centro in O, che cangia manifestamente una superficie = in un'altra.

3.

Ho dimostrato nel mio libro (*) che la congruenza delle normali ad ogni
superficie, avente la medesima immagine sferica delle linee di curvatura di
una superficie pseudosferica, ¢ una congruenza ciclica (l. c., pag. 333), che
cioe esiste uno ed wn solo sistema oo®* normale (°) di circoli, aventi per assi
le dette normali. Ne segue che le normali ad una superficie = costitui-
scono appunto una congruenza ciclica. Come si caratterizzano i circoli C del
sistema normale corrispondente? Il risultato & estremamente semplice, poiche
si trova che questi circoli C vanno tutti a passare pel punto fisso O. Inoltre,
e questa e la proprietd piu notevole, le oo!' superficie ortogonali ai circoli C
sono nuovamente superficie 2 rispetto al medesimo punto fisso 0. Si ha dunque
la costruzione seguente:

B) Presa una qualsiasi superficie = della classe (1), dal punto fisso O
st conduca ad ogni sua normale m la perpendicolare OP e, fatto centro
nel piede P di questa, si descriva, nel piano normale a m, il circolo che
passa per O. Il sistema o* di circoli C cosi costruiti ammette una

() Anche il Weingarten era pervenuto dal canto suo a questo teorema, come ho sa-
puto dopo avergli comunicati i risultati da me ottenuti.

(%) Lezioni di geometria differenziale. Pisa, Sptrri, 1894.

() Un sistema oo* di circoli dicesi normale se ammette una serie di superficie or-
togonali.




serie oo' diy superpcie ortogonalt = , che ,,",r/lh["f('-‘.y/r)/]v) nuovamente atlla

A88¢ (1\).

Cosi da una superficie = si ottengono o' nuove superficie della mede-
sima classe e cid con operazioni che richieggono manifestamente una sola
quadratura.

Si osservi poi che mentre la superficie & ha a comune con una super-
ficie pseudosferica S la immagine sferica delle linee di curvatura, le super-
ficie X', derivate da X colla costruzione B), hamno a loro volta le stesse im-

magini delle linee di curvatura delle oo' superficie pseudosferiche S com-

plementari di S. Si pud dunque dire:
C) La trasformas 3 S, fornita stirusione B)
sponae ecisa [ 1 Iras a3 4 super-

Le considerazioni superiori conducono altresi al teorema:

D) 8¢ fisso O st e ) col ' ! na Su-

secuente teorema di Wein-

L’ ultima costruzione D) deriva facil

garten (!):

Z" Q ¢ ispett id ogni sfera col
tro O can S ficie = in 1 del edesima classe.

ntale (1) & invariante non solo ri-

spetto alle trasformazioni parallele, ma anche rispetto alle inversioni.

Ora & chiaro che invertendo 0 (X) del teorema B)
per ra vettori reciproci s1 ot rficie I parallele; cosl

la costruzione (D) risulta d

trasformazione delle superficie pseudosferiche corrisponde 1 in-

=2? Facilmente si dimostra che
Ui 8T1'S r 4 0 3 ficie 3 co »"A.\"lrr//[//l'
ad ta di due suc-

re rimane quella de-

Cosi per le s 1per
finita dalla costruzione B): due tali successive trasformazioni B) si combi-
nano in un’inversione per raggi vettori recipr

Combinando le costruzioni geomet

tenere delle nuove. Osserveremo
E) Ad 01 ] fi > cali dal punto fisso O la
A/“L"’.'/!’/‘ colare OP sulla (g s Ui i punto P’ tal: che OP.OP =costt®e.

1) Esso mi fu comunicato dall’antor sione della citata corrispondenza
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se per P si conduce la retta m' normale insieme a OP e alla m, queste
rette m' saranno le normali di una serie di nuove superficie ='.

Lo due serie (2)(2') di superficie = parallele si deducono appunto da
due superficie pseudosferiche S, S" complementari, secondo le formole (3);
esse hanno a comune con S,S" l'immagine sferica delle linee di curvatura.
Osserviamo poi che invertendo per raggi vettori reciproci una delle due serie
di superficie (2) o (3') si ottiene quel sistema ciclico che ha per assi le
normali dell'altra serie (n° 3). Inoltre si dimostra: La proprieta descritia

nella costrusione B) ¢ caratteristica della superficie 2.

D,

Riserbando ad altra occasione uno studio piu dettagliato delle super-
‘ ficie =, mi limiterd qui ad indicare la notevole forma che assume 1" elemento
lineare dello spazio riferito ad un nostro sistema ciclico =’ (n. 3).

Sia 6 una funzione di %, » che soddisfi alla nota equazione

) %
)—.___-‘— — sen Y cos 6
Rk W?

e si determini la funzione o dalle equazioni simultanee di Darboux

O] )H
\ — +T — sen o cos 0
AU AV
(4)
AW 06
/ — -+ — =—coswsenb
RI R

Indicando con u la costante arbitraria (parametro) che entra nella so-
luzione pitt generale o delle (4) e con w, una soluzione particolare, pongasi

-

a= ((cos w, cos 0 du -+ senw, sen b dv) .

| La formola

'\ 2
as® = e** ; (cos - cos w,)* du® - (senw - sen w,) dv® 4 (\l ) dw? :

definird appunto un sistema ciclico =" (!). Esso & derivato per trasformazione
di Combescure dal sistema ciclico pseudosferico:

. 2 2 W\
ds* = cos® w du® - sen®* w dv* +- (‘—) dw® .

AW

Matematica. — Sulla inversione degli integrali definiti. Nota
del Corrispondente Viro VOLTERRA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo faseicolo.

(1) Le superficie =" ortogonali ai circoli sono le = cost'®.




