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Matematica. — Swlle equazioni differenziali delle quadriche
di uno spazio ad n dimensioni. Nota di Luict BERZOLARI, pre-
sentata dal Socio BELTRAMI.

Nel lavoro che ha per titolo Sur le contact des surfaces ('), I' Halphen,
prendendo occasione da un’osservazione gid fatta dall'Hermite (?) a propo-
gito della ricerca delle quadriche tangenti in un punto dato ad una data su-
perficie, ha rilevato come tale questione, e piu in generale la questione
analoga in cui si tratti, anziché di quadriche, di superficie algebriche di un
dato ordine m, equivale a quella di assegnare le equazioni alle derivate
parziali di ordine minimo, non contenenti nessuna costante arbitraria, alle
quali soddisfanno le superficie d'ordine . Dopo aver indicato un metodo
per determinare siffatte equazioni, ha poi trovato in particolare che /e super-
ficie di 2° grado soddisfanno a due equasioni alle derivdte parziali del
3° ordine, le quali si ottengono scrivendo le condizioni perché il polinomio
di 3° grado in «

G . %2 %2
-+ 3c? 2z —~+ 3 7 3 -+ e

sia divisibile per il polinomio di 2° grado

2%
Y

3

i + %
QY *

, 08
(- 7 -+ 2«
e sono appunto quelle che gid 1'Hermite (*) aveva indicato per la possibilita
del contatto di 3° ordine fra una data superficie ed una superficie di 2° grado.
Volendo ora risolvere il medesimo problema per le quadriche (ad 2 —1
dimensioni) di uno spazio ad un numero qualunque z[>2 (*)] di dimen-
sioni, basterebbe ripetere gli stessi ragionamenti fatti dall'Halphen nei n'. 4 e 5
del 1. c., e si concluderebbe che tali quadriche debbono soddisfare ad

I

—n(n*—7)+1

6 :

equazioni (°) alle derivate parziali del 3° ordine (mon contenenti ne le coor-

(1) Bulletin de la Société Math. de France, t. IIL, pag. 28.

©) Cours d'analyse de I'Ecole polytechnique, 1873, pag. 139 e segg.

(3) L. c., pag. 148-149.

(%) II caso delle coniche (2= 2) dev'essere trattato a parte, perchd l'equazione dif-
ferenziale corrispondente & del 5° ordine. Un metodo diretto e semplicissimo per trovarla
® stato indicato dall'Halphen nella Nota Sur l'équation difféventielle des coniques (Bul-
letin de la Soc. Math. de France, t. VII, pag. 83), la lettura della quale ha appunto dato
occasione al presente lavoro. Il metodo dell' Halphen & stato riprodotto dal Jordan a
pag. 157-158 del 1° volume del suo Cours d'analyse de U'Ecole polytechnique (2° edi-
zione, 1893).

(5) Ciod ad una di piu del numero che verrebbe assegnato dalla teoria generale:
cfr. ad es. Jordan, 1. ¢, pag. 159.




dinate neé le derivate parziali di 1° ordine), e che queste equazioni si pos-
sono ottenere in modo analogo a quello accennato poc' anzi.

Ma ¢ facile riconoscere con qualche esempio che le equazioni, a cui si
sarebbe condotti per tal via, non presentano tutte la forma pid semplice
possibile; in ogni modo, ad ottenerle effettivamente per un valore qualsiasi
di 2, si richiederebbe qualche ulteriore sviluppo.

Percid in questa Nota mi propongo di esporre un altro metodo, per
mezzo del quale le dette equazioni vengono direttamente stabilite sotto forma
esplicita ed assai semplice: esso si desume da una formola, che dimostro
nel n. 1, e che, oltre a presentare interesse anche in so, fornisce altres), in
un suo caso particolare, una notevole espressione della curvatura (di Kro-
necker) di una quadrica di un iperspazio.

1. In uno spazio (euclideo) di » dimensioni sianO &y, s, . s Cney + 8
le coordinate cartesiane di un punto; allora la s del punto corrente di una
quadrica data in quello spazio si pud esprimere, in funzione delle rimanenti
coordinate, come segue:

(1) s=L==0},

dove L & un polinomio di 1° grado nelle &2, , &, .., @y—y, @ @ & un poli-
nomio di 2° grado nelle stesse variabili. Per simmetria daremo a @ (che
solo interverrd nelle relazioni seguenti) forma omogenea introducendo una

nuova variabile z,, ciogd porremo

Ca T: 2

P = > D> Uik L Ty

LaiZs ; (2

e, = Iy S

intendendo che sia 2, = 1. Chiamando ®; la semiderivata di @ rapporto
ad z;, cioé ponendo

risulta:

(2)

| % A%z 2%
[ ATy ILn—1 Vs M ry
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e consideriamone uno qualunque dei minori d' ordine » (< 7 — 1) costruito
intorno alla diagonale principale. Prendendo, per fissar le idee, quello che

. . . . . . |
si trae dalle prime » linee di (3), poniamo per brevita
2% 2%z %3
WL} DX WL AL Ty
y‘(l,‘zm_,r‘r o,
%2 %2 %%
Yy D1 DLy s 2
Per le (2) avremo:
Llen 1) == (I)f U@ —D D, ....0q0 — @, D,
Z,1,2,.1) @5 |- ,
U ®— @, @, a,,®— D, D,....q,D0—d: !
o0ssia
Ay Qg eune Uyy Ay eeee Ay -1 Py Ay gy oeee Gy
t=r )
7,138,001 (Dr:*’: @ | %1 Qo2 e lor| - @, Aoy wvee Uaimy Do U ity oon. gy .
o0 - =
e Ary oo iy Dy Aricy ooor Cpy

dove al secondo membro, quando 7 sia dispari, va premesso il doppio segno ==.
Svolgendo secondo gli elementi della colonna ;7@ il determinante che nel se-
condo membro figura come coefficiente di @;, si ottiene

A1 Brgieees Qi @1 s Qaji-1 Bryrsj Qyirl oo oy

=0 —7

Lyp4i o

TR G e (11 I e (ke 3 E verco (s
Noit > _

Jj=1
Qry Qyg vous Qpy Ary oone Qi) Qpopsj O igy oone Dy

Percid, sostituendo, osservando che

r i=n—r
d)i Ly = :_ (Dy'+i Lr+i

1 n
t=1

D —

M1

é

e ordinando rispetto alle @,.y, @yus, ..., &n, risulta:

ia ot |
ZO0%5.."D P2 —

J=n—r Ay vees Qyy i=r Q1) ooee Qyjim) Ay Ay i) ooee Qay )
= l Zytj { Py [ \—zp. Sebr s Pttt r e [ \
J=1 ( (7 SRS =1 @y @iy Gypag Gryia oo G
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Il coefficiente di #.; nel secondo wembro si pud serivere sotto forma di un

unico determinante come segue:

|
Ay Qyg o Ay Ay
ld“ QAse Ay Qo,rej

|

‘u.-l Ays )

e questo alla sua volta, sviluppato secondo gli elementi dell'ultima linea
decomposti mei loro termini, equivale alla somma

an a, ), y+j l
e I2) A3y Az, r+)
e s
=3 ! a Ay y+
Apsi) ooor Arsiyy Arsigrs)
Se quindi per brevitd chiamiamo ; (= ;) il determinante che qui figura

come coefficiente di 2,4, ciod il determinante d'ordine » 41 che si ottiene
orlando il determinante

iy Barai y weee s Gragirsi €4 @iy Garijy vone 3 Graiyray » TiSULEA

(4) 2550 — 0= o 3 > Aij Tri Trej s
=1 )=1

dove, quando 7 sia dispari, al secondo membro va premesso il doppio segno ==.

nltato sostanziale contenuto nella formola precedente pud enun-
se dal determinante (3), formato colle derivate parsiali
lla 3, si estrae un minore { ””/”/H‘”C di ordine /'(5 n—1)

S - SROITE )
a diagonale principale, e perd contenente le sole de-

e parsia 1‘1"5: rapporio a certe r M/(g/ resto ////,//,//(,1,,(,) //'ll 10 va-

1y L2y ey Tney , €880 8¢ Spezsa nel prodotto di una potenza di @
per un polinomio di 2° grado nelle sole n—r—1 variabili ri-
manenti.

2. La formola (4) & specialmente notevole quando si assuma »r—=»n—1:
invero il secondo fattore che comparisce nel suo secondo membro diventa al-
lora (posto z,==1) il diseriminante del polinomio @, il quale, come facil-




== G

mento si verifica, non & altro che il discriminante della quadrica moltipli-
cato per (— 1)". Chiamando dunque D quest'ultimo discriminante, otteniamo

2% 2% %2
nViiri UL W3 Tt 0L VL =) et
(5) A e e = (1D
i B s Y
0Wn—1 021 VZn—1 T3 D‘Zi—l

dove, quando 7 sia pari, il secondo membro dev' essere ancora moltiplicato
e ==

Prima di venire all'argomento principale di questa Nota, faremo un'ap-
plicazione di questa formola all’ espressione della curvatura della quadrica
considerata. Com’'é noto, il Kronecker per primo (!) ha esteso alle variety
(di »— 1 dimensioni), definite da un’equazione fra le coordinate z, , Zs ..., Zn_1,2
di un punto di uno spazio euclideo ad 7 dimensioni, il concetto di curvatura
Gaussiana di una superficie dello spazio ordinario. Senza entrare in altri par-
ticolari, ci basterd ricordare che in seguito il Beez (2) ha trovato, come
espressione della curvatura di Kronecker per una siffatta varietd, la seguente :

% % %
( i=a=1/ ~, _:)_"% ATy 0Ty Q2 ALy Wen—y
= )2
SRR

p4 Y

1=1 cils s 2, 32z 2,

~ Lo (L]

Won—1 W) V%n—1 T2 R,

Dalla (5) si deduce quindi senz'altro che la curvatura di Kronecker
in un punto qualunque di una quadrica ad n— 1 dimensioni rappresen-
lata dall’ equasione (1) ¢ data dall’ espressione

i=n—1

©

AT;

la quale, quando #» sia pari, va risp. moltiplicata per == 1.
Poiché¢ @ in ciascun punto della quadrica assume valore positivo, la
espressione precedente, se » & dispari, ¢ sempre di segno contrario a quello

(*) Kronecker, Ueber Systeme von Functionen mehrerer Variabeln (Monatsberichte
der k. P. Akad. d. W. zu Berlin, 5 agosto 1869, pag. 688).

(3) Beez, Ueber das Krimmungsmaass von Mannigfaltigheiten hoherer Ordnung
(Math. Ann., Bd. VII, pag. 390-391). — La stessa espressione si ottiene senza difficolta
ponendo £=co nella formola 41), colla quale il Killing, a pag. 221 del suo libro Die
nicht-euklidischen Rauwmformen in analytischer Behandlung (Leipzig, 1885), determina
i raggi principali di curvatura di una varieth ad » — | dimensioni appartenente ad uno

Loy

spazio non euclideo di # dimensioni (e di curvatura Riemanniana 7
;

Renprconrtr. 1896, Vor. V, 1° Sem.




di D, onde si conclude incidentalmente che per una quadrica di uno spasio
. . R . . % 7, P T
avente un numero dispari di dimensiont, la curvatura di Kronecker ha

/

lo stesso seqno in ogni punlo, e precisamente @ l})()_\'_/"/‘u 0 negativa, Se-

I
condo che il diseriminante

lella quadrica é negalivo o Positivo.
3. Per dedwrre ormai dai risultati del n. 1 le equazioni differenziali

cui deve soddisfare la s, osserviamo che per la (4) si ha:

(4 1,2,..,n—1),

)

dove Y™ @& un polinomio di 2° grado nelle sole variabili &y, 2, ., &1y
el s ey Znor - Da questa relazione e da quella che se ne ottiene derivando
rapporto ad 25 segue:

(6) - =38 = (A= .85« oni—l)u

.Y
¢

e ”

Se inoltre chiamiamo Z%-% %’ 1'espressione analoga alla Z®M®%-
mata colle derivate seconde prese rapporto ad » qualunque, z;, , @i, , .. , @i

-
delle variabili &, ,2;,..., 2., dalla (4) si deduce:

ZGigenni ) — d"T. P.

essendo P un polimonio di 2° grado nelle sole » —»—1 variabili rima-
nenti. Dividendo per quest ultima relazione quella che se ne ricava derivan-
dola rapporto ad una qualunque delle z;, , xz, , ... , Zir, che diremo &3 , si ha

e 13l aeymir) @, )
() gabg3see dZ _(/+2)6 (/':/.|‘f-g,...,/.r)‘

la quale, al pari della (6), qualunque sia », @ valida anche nei segni. Dalle
(6) e (7) si deduce allora:

» 19 - R
T2 3% i g [ (=121,
B o &
A=1iy,1,, 2y

e queste sono in sostanza le equazioni alle derivate parziali del 3°
a cui deve soddisfare la funzione z

<.

ordine,

Per ottenere tali equazioni sotto la forma pilt semplice, ba
i valori pilt piccoli possibili, cioé 2 e 3.

sta dare ad »
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Per » =2, ponendo ad es. ¢, =4, 4, =— u, e denotando per semplicitd
cogli indieci 1, 2,...,2—1 le derivate rapporto ad z,, @s,..., £,
dalla (8) risulba:

(1) 3 a0 (O S — 2 &y Bo) + S (4 8% — 2 2pp) =0,

5

dove 2 e w sono due qualunque fra i numeri 1, 2,....7— 1. Ma si pos-
sono ottenere equazioni ancora piu semplici: invero, se nella precedente si
scambiano fra loro 4 e w, indi dalle due equazioni ottenute si elimina D s
e 8i divide la risultante per 4 2%, — 2, Zuy (quantitd che sulla quadrica ﬁon
¢ nulla), si ottiene:

U
(I ) 2 LI ’:I'I.l'l. 230 + :2).)\ ::1."1."/. —3 EIWN :lu.‘m :7'7‘1" =0.
Per » =3, posto &, =4, é,=pu, 43 =, la (8) diventa:
2500 & (Jy."/. Syy — 32,“) + 30 (2:).‘% Ay 8y — 8\ Byy — 3%y 33/,1/.)
= 3':)\)\ 3231)&‘11. (:lv 311:1 Tx 3).[/. :V‘l) + 2:)\).‘; (5),:1. :yv — )y :y.y.)

+ LIV ('sllu.lm &y + Ay 311.1/. -y 25)\‘:“ :II.V) + 23)‘1/,\: :)Ay. Ay

— Oy &%y — B 3?)\‘1‘.5 =0,

dove 4, u, » sono tre qualunque fra i numeri 1, 2, . . ., 7 — 1. Anche a
questa si pud dare una forma assai piu semplice: infatti, moltiplicandola
per &, sostituendo a 3&%y &uu € 32%a 2y le loro espressioni che si rica-
vano da (I), e dividendo poi per il binomio s, quy — &y 4, che sulla
quadrica non ¢ nullo, risulta:

A1) s (4aru S0 — B 8uy) — 3o (S Sy F- 20 S — Sy 50) = 0.

Concludiamo che le (') e (ZI) sono, sotto la forma pin semplice, le
equagioni alle derivate parsziali delle quadriche di uno spazio ad n di-
mensions ; le equazioni del tipo (I') sono in numero di (z — 1) (z — 2); nel

4 : : o U
tipo (II) basta scegliere quelle, in numero di G (n—1)(n—2) (n— 3), che
si ottengono ponendo per 4, w, » le sole combinazioni dei numeri 1, 2, ..., 7 — 1.

Cosl si hanno in tutto le richieste equazioni mel numero voluto, ciod

1
K (n*—7)41.

Notiamo ancora che alle (IT) si pud dave una forma simmetrica ed assai
notevole, eliminando da esse &y e &y per mezzo di (I'); si ottiene cosi:

(III) [SVON glu‘y. Sy ':lmv +':1".'"1“ Syy A0 S + Sywy O ":."L.“' ;)\‘u. T 3-3).}“ S ;uy. Sy = 0.

Onde si pud dire che le equazioni richieste sono o le (1) e (II), o le (I')
e (ILI). Sotto quest'ultima forma riesce evidente che le equazioni trovate sono
tutte indipendenti fra loro: infatti ciascuna contiene una derivata (di 3° or-
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dine) che non comparisce in nessuna delle rimanenti, ciod &y per le equa-
zioni del tipo (I') e sy per quelle del tipo (IIT).

Per lo spazio ordinario ( 3) le equazioni assegnate dall’ Halphen
sono due, 1'una del tipo (I) e 1'altra del tipo (I'): si guadagpa perd in
semplicitd e simmetria prendendo, come s'¢ detto, le due del tipo (1°).

4. Se con : indichiamo la coordinata s del punto corrente sopra un'ar-
bitraria varietd S ad » — 1 dimensioni, le equazioni (I') e (II), ossia le loro
equivalenti (I') e (III), esprimono anche le condizioni necessavie e sufficienti "i
perché in un punto dato di S, avente le coordinate &, &, oy @p=1y &, 08i-
stano quadriche aventi con S un contatto di 3° ordine. Da ¢id che precede
risulta che per n» >> 3 non & possibile, in generale, ottenere un tale contatto
in nessun punto di S, mentre (come gid notarono 1' Hermite e 1'Halphen),
se 7 =— 3, ¢id ¢ possibile in un numero finito di modi. Perd, se la cosa & k
possibile in un punto determinato di S (cioe se le precedenti equazioni sono '
soddisfatte in quel punto), essa & possibile in infiniti modi, poiche si ha allora
un fascio di quadriche, di cui ciascuna ha con S nel punto dato un contatto
di 3° ordine. Se _\_:H ¢ una qualunque di esse, il fascio viene rappresen-

==

tato, al variare di 4, dall equazione

Matematica. — Su/ determinanti di funzioni nel calcolo alle
differenze finite. Nota del prof. ETrorE BORTOLOTTI, presentata
dal Socio V. CERRUTI.

E nota 1'importanza dei determinanti:

h s Y2 yer Yn
Y Y2 yooYm
Yn P
nello studio delle equazioni differenziali lineari.
Eguale importanza hanno, nel calcolo alle differenze finite, i determi-
nanti:
Iy Yz s oen Un
] Ay, dYs,.. Ay,
f(yl.y,....j/“i ’ Y
A"y, 4™y, s A0

di cui qui mi propongo di studiare le proprieta principali, a fine di servir-
mene per lo studio delle relazioni fra quelle forme alle differenze che il Pin-




