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dine) che non comparisce in nessuna delle rimanenti, ciod &y per le equa-
zioni del tipo (I') e sy per quelle del tipo (IIT).

Per lo spazio ordinario ( 3) le equazioni assegnate dall’ Halphen
sono due, 1'una del tipo (I) e 1'altra del tipo (I'): si guadagpa perd in
semplicitd e simmetria prendendo, come s'¢ detto, le due del tipo (1°).

4. Se con : indichiamo la coordinata s del punto corrente sopra un'ar-
bitraria varietd S ad » — 1 dimensioni, le equazioni (I') e (II), ossia le loro
equivalenti (I') e (III), esprimono anche le condizioni necessavie e sufficienti "i
perché in un punto dato di S, avente le coordinate &, &, oy @p=1y &, 08i-
stano quadriche aventi con S un contatto di 3° ordine. Da ¢id che precede
risulta che per n» >> 3 non & possibile, in generale, ottenere un tale contatto
in nessun punto di S, mentre (come gid notarono 1' Hermite e 1'Halphen),
se 7 =— 3, ¢id ¢ possibile in un numero finito di modi. Perd, se la cosa & k
possibile in un punto determinato di S (cioe se le precedenti equazioni sono '
soddisfatte in quel punto), essa & possibile in infiniti modi, poiche si ha allora
un fascio di quadriche, di cui ciascuna ha con S nel punto dato un contatto
di 3° ordine. Se _\_:H ¢ una qualunque di esse, il fascio viene rappresen-

==

tato, al variare di 4, dall equazione

Matematica. — Su/ determinanti di funzioni nel calcolo alle
differenze finite. Nota del prof. ETrorE BORTOLOTTI, presentata
dal Socio V. CERRUTI.

E nota 1'importanza dei determinanti:

h s Y2 yer Yn
Y Y2 yooYm
Yn P
nello studio delle equazioni differenziali lineari.
Eguale importanza hanno, nel calcolo alle differenze finite, i determi-
nanti:
Iy Yz s oen Un
] Ay, dYs,.. Ay,
f(yl.y,....j/“i ’ Y
A"y, 4™y, s A0

di cui qui mi propongo di studiare le proprieta principali, a fine di servir-
mene per lo studio delle relazioni fra quelle forme alle differenze che il Pin-
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cherle chiama 7nverse una dell'altra ('), e che, come lo stesso prof. Pincherle
mi ha fatto osservare, sono, 1'una rispetto all'altra, quello che, rispetto ad
una data equazione lineare alle differenze, ¢ la sua aggiunta di Lagrange.

Al fine di far meglio risaltare le analogie fra il calcolo alle differenze
finite e quello infinitesimale, ho cercato che, anche nella forma, gli enun-
ciati e le dimostrazioni si corrispondano. Ricorderd a questo proposito la me-
moria di Frobenius: Ueber determinanten meherer [unctionen einer Varia-
beln (Crelle, 77) alla quale appunto questa mia Nota pud essere riferita.

1). Usando il simbolo:

0y =y + dy=y(z4-1),
si troveranno con facili riduzioni le formule:
(1) V(,’/l y Yo o Yn) = (11, Yy . 4y,) = (!/1 0y 6"1,)

(4 (y,92) = byr . Ays + o . Ay, =y, . Ay, + 8y, - 4y,
A1 5 YY) = 0%, . 4y, +204y, . 4y, +y, . 4%y, .
TR = F s .ﬂ:(/z._.l) l’ n
A"y Y2)= 0"y, Ao Ay A"y - S Ay AR

-0 Ay Ay -y, - Ay, .
Coll' aiuto delle quali, moltiplicando per linee, si ha:

vy ey A4y .| |y y Yo 8 Un
0 6y 26dy,.., (n—1) 6 am2y.| |4y, AY s NS S AY

(n—1)(n—¢

) 9
ORROSNG2 7 T o 2) ALyl A8 Sy AL2yn! (=

0 0 0 eanely 011—1‘1/ 1 -—’"_1"/1 5 Jn—l!/\: ot Iy J”_ly”

)/7/1 . !/l//g SUNaSS !/f/u
A(yy) s A(yys) s A(YYn)
=|Lyy) (YY) s 42 (YY)

A"Nyy) s 4" yye) s e s 4" (YYn)
cioe : 1
(3) I 67y . V(g2 Yn) =F (YU, YYs s - YYn)

=0

(1) Saggio di una generalizzazione delle frasioni continue algebriche. Acc. di Bo-

logna 1890.




che, per la (1), potremo serivere:

1—1
67y . (g1, 0y o 6"'90) = (y01 » 6(uys) s oy 6" (000) )
r—0
S |
Facendo v si ha:
%
F(YyyYs oo Yn) ey, .} 1= AL A \
: : . o h i U
Si noti che:
Ur 1 - . P4
4 ==———F (y1,y,) facendo #(y,, /r) ¢, avremo allora:
0 Y- U“q - e - *

J ( 1/ Y A2 /""l\ — —— IV” Fug y Us y o uy)

Y1 Ya g1
e sostituendo:

(4) P15 Yo o Yo) =3m5— Fls Us e ).

Sono casi particolari:

F(nh ¥e ¥s) = — . F(us, us)
\ VisY2 oy,

lil./‘\.'-_m

/[‘( 2y U3z, ene /.):v—_— l‘("l’/,.'/;)-l(”;./’.),“.)

Dalla combinazione di queste colla (4) si ricava:
1

me.r(y.,y,)

i
Cosi continuando giungeremo in fine al teorema:

O8 Uy yUsg sy oo Uy, y Vy 4y Vg y oo V

\l/‘lfl’//l u Uy, , V)
Wy — ,‘!{[) Usg Uy, /{,)
sara:
y F(w ) y
(o) I(rl. u by, 3 V1 4 2 vy) (W, s . wy)

V-1
T 67F (1, , Us ... %)
r=1 !

= Un) — = e (Ir'le:"/J) 3 r(,’/x‘y://n) y erey r(f/|{/:f/u) )

v Sono funsioni della variabile z, e sia:




In particolare avremo:

F(Yrs Yoy oo Yoty Ytsr s oo Yous Yy Y) =
2 s e i s Y s oo Yo s Y1) < P oe Yomr s Yiis oo Y o)

P (Y1 s Yz oo Yi=1 s Y1 Yn)

Siccome poi &
; (v
Fu,v)=u.0u. ,I( ),
u

cosl potremo scrivere:

Py oo Yrmr s Yorssis Yn) PG Yps o ) ALY i1 Y s 9
e e ;

)= = :
( ) ,(.’/Iv‘//‘.!!"'.//u)'(ll (.//17,//21"'!/N ,](//17!/!7"'!/1‘)
Si ponga:

g h = (— 1)t A aoniim oz siaaodh)

e P+ Y s e Yn)
w LY Ys s oo Yn)
Ty N Gl
OF (s Yoy oo Yn)
S S U SR . )
(WWAnzt—U“ 7 LH;; -

(M) Aly)=(—

avremo :
(8) wA()=4.9(y . a).

In questa formula si pud notare che 2z, (k=1,2...2), sono i reci-
proci degli elementi dell'ultima linea nel determinante /(y, , y; ... 7,,) divisi
pel determinante stesso, e che A(y) & proporzionale al primo membro della
equazione alle differenze:

(78 Cihve CRTE s e Gl ) = 110)
di cui 7,7 ... y» sono integrali formanti sistema fondamentale.

2. Dalla definizione delle zj risultano le identitd:

L et
e Zlﬂlb!/riflscs:/z_l

Se alla seconda di queste identitd si applica la operazione 6-', alla terza
la operazione 6-2, ... alla %®"™ la operazione 6—“-V si hanno le altre:

(0se s<n—1

{A 70738, = X
ST =1 se s=n—1

r=i

Da cui risulta che le funzioni y,, ys, ... #» sono proporzionali ai reci-
proci dell’ ultima linea nel determinante:

3 ) ;‘.’ y ey

013, 0= T = TR

(10) (21 akiin) =

—(1=1) » —(n=1) » —(N—=1) »
G- l»l»H n l)»?.“.‘ﬁ n l»n
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Tenuto conto che per formare il determinante /7_,(sy & ... 3,) si applica
la operazione 6 in senso inverso a quello che si foce per formare # (¥ Ys - Yn)s
si vedrd che colle stesse norme con cui le funzioni & 3 .. &, ed il deter-
minante #(s; ... s,) si ricavano dalle funzioni yy, ys ... ¥ui queste funzioni ed
il determinante analogo #(y, ... ¥») si ricavano da quelle, e si concluderd che
¢'® reciprocitd fra quei due sistemi di funzioni che potranno chiamarsi ag-
giunti 1'uno dell" altro.

3. Dalle identitd (9) per successiva applicazione della operazione 6 e
della sua inversa, usando il simbolo:

(11) D 6%y, . 073, Sw B

si ha:

18) (sa8=0, e0=a—f<n—1
B t Sa 1 se da—3=—n—1

Tenendo conto di queste relazioni e moltiplicando per linee si ha:

h vy Yk s Ux+ vy Yn
U\'l‘m > san iy O "‘/\ ’ (7*7‘.'/\-1 lsla Uk_l‘)/”
Hl“x »bA."'\ ~Uk_/€-l -"--bk\’/u

8™y e, B, 6T e, 87N,

“1 ..... 0 , 0 e | | 7 yevo Y X ) O
| |
0 S | L0 W) *tr**‘g/,,...,6"'_“//,,,(_)‘,_,0
F3 S EE S [y o Oyl 03
o=l Syeeny G (n—k-Do §—n—k—1 Sk+1yee0y0™ "_"—“.Tn (7”_1.’/1,...,0”').{/&1....0
ossia:
(1;) (¥1,0¥%:, . ’7‘7‘//..).(31;-1.0_1:,‘,3,...ﬂ_ "_)‘Al’;”):
(—1) 5} B (415 0ys, ... *yy).

Cioe: I minori formati colle k prime linee del determinante ¥ (y, ,ys )
di un sistema di funsioni y., Yz ... yn sono proporsionali ai minori for-
mati colle prime linee n— Ik linee del determinante del sistema aggiunto.
Simili conclusioni valgono pei minori formati colle ultime / 1{[;00.
In particolare dalla formula (13) si ha per £ =0:

(14) (71 -0z --- 817 )% (80507 5w .. 7 D=0 ) — 11
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e

Il prodotto dei determinanti di due sistemi aggiunti ¢ equale al-
I unita.
Di qui si scorge che: Se le funzioni i, ys ... Yn Sono linearmente in- !

dipendenti lo sono anche le [funzioni aggiunte, e reciprocamente.

4. T0 noto che se /(u),g(») sono i primi membri di equazioni diffe-
renziali lineari aggiunte 1'una dell” altra, e y/{x, ») ¢ una funzione bilineare,
omogenea delle »,», e delle loro prime » —1 derivate si ha la relazione
identica :

of (w)—ug )=y (u,v).

Voglio ora cercare quale relazione sia a questa corrispondente nel cal-
colo alle differenze finite.
Si consideri percio 1’ espressione:

n—i
(15)W(y,8) =D (YY1 s Yh=1 s Ynwrs o Yn) - F<1(8 s 81y oo Bhoty Bhr s ooe 8 5
=0
poiche
1

SRS T )

il termine generale della somma indicata al secondo membro assume il va-
lore Y(y .z;) per & = 2, ed & nullo quando s assume uno qualunque dei
valori 2, , &s «.. Zkey s Ss1y - Zn, COS1 avremo formato una funzione v/(yz) che
per & = 2, prende il valore ¥(y, ;) dato dalle formule (7).

Quando ivi si faccia y = yx, quella funzione assume il valore:

(G 8y s B B ysiee fn)

V(2,8 ... 3n)

1 s =(—1-%
e ponendo:
(8118 ven Br 1 by RR L1 ool 80y)
Ko (RL, Bz -+ &n)
L (8181 weai8n)

7
’ AL(5)=(=1) G (& s én)

\ ‘//I.' g (_ l)n+1.
(17)

si ayrd, analogamente alla (8), la relazione:
(18) !/RA_‘(;):J_l . q'(‘l/yf.i).
si sviluppi ora secondo gli elementi dell'ultima linea il determinante:

I v S G
Oy , 0y, s uve 9. 0Yn

h;l‘l!/ d (,nfl!/l R, ﬁn—l.//“
QNN Gy S 6y

Renprconti. 1896, Vor. V, 1° Sem. 34
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per tutti i valori positivi di A <Tn, sard identicamonte:
6y (U s e Yn) — U F (Y Y2 o Yn) o (1) 08y F (Y oo Y 1)=0
o, dividendo per #(¥y, ¥s « Un) »
(19) Oty = \_ Pys . P(yss) - (0 k< ).
=

Similmente si giungerebbe alle formule:

K‘_‘ql) 6—k; W H’\;‘, U'(‘/‘ .:) (—/1\.":‘\.0).
=1
Se ora si pone:
n—i\
Yy, = Y. 67"

eliminando le quantitd 1,y,,...%., si ha:

i Y(y,s),s NORlE L et )p
[ ¥ Sl S e B
' =0

i 0y yS0 S ey S
‘
\

G5 Y S 10 Sl 1y ey Sh e el
da cui, ricordando le formule (12),
0—(:1—h:

sz i |84 y 20,0 y So,—1 y see y 80,— (n—1)

@) —y(y.a)=(—1) "+ |

l =51 Y,$ S

18n—1,0 5 Sn—1,—1y eee y Sn—1,—(n—1y

La fanzione y(y.s) bilineare ed omogenea rispetto alle y , s, ed alle
loro differenze finite fino all'ordine #z — 1, & in tutto simile a quella che,
nel caso delle differenze infinitesime si trova nella relazione ricordata (").

Ricordando ora che &:

(—1)"A(y) =

/ 71 » «=Yn 1,0 y ooy 0 Y 1 80,1 9 ee0 ~Vn._m—‘.’)
by .8y, , ... by, 0,6z v aselg O e I Oy S1,0 5 000y 81, (n—29y

(7“.//4(1 -//‘ your B ‘.//H‘ 1, b= ]_:':l y ey 6- /._:’--,. ﬂ']f/ ) -\',x,x g see v\‘,.,—uw—l;

(*) Cfr. p. es. Frobenius, loc. cit., pag. 254.
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\ si sviluppi secondo la prima colonna il determinante identicamente nullo:
0z ,0 05,8 ,.07""%
L
So,u s Y 980,19 S0,0 5 eer So,—n—v) 1

811,00 181,15 81,0 5 = 81— (n—gy

\u 19 ” I/ u 1 \u 09 *e -\',x,,(”, 2)

sard, per le (12) e (21):

(—1)" 82 . A(y) + (— 15 50, w(8y , 63) + (— 115 yly , 02) =0
od essendo z funzione arbitraria della z:
— s A(y) = (— )™ 50 W(0y , 5) +(— 1)" 9(y, 8) |-

Nello stesso modo si giunge alla formula:

nn- l)

—y A () =(—1)"= }soP(y,07%8)+ (—=1)"¢¥(y,5) {,

e sottraendo:

nmn=2)

yA_(5) —sA(y) = (— )77 ) s ¥(0y,8) —s0¥(y,07'9) |

Poiché 7,72, .. yn ¢ un sistema di integrali della equazione alle dif-
ferenze :

VAW 6 oo /,,)_ > a0y =0,
si ha (formule (12)):
.- an_ n IV(//I 00 1/:1) 5 - )
S {I—o o (_ 1) " (J iy ’/“ ed SETI0— 67" So -

Se il determinante #(y, ... 7,) fosse invariante per la operazione 6, sa-
rebbe sy = s—1.0 = (— 1)", d'onde sostituendo nella (22):

(23) YA — s AR = (—1)"F 4.y(y,67%).
che ¢ la formula cercata.
Matematica. — Za forma aggiunta di una data forma l-

neare alle (////'('/"(’z/ ze. Nota del prof. Errore BorTOLOTTI, presen-
tata dal Socio V. CERRUTI.

Questa Nota sard pubblicata in un prossimo fascicolo.




