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Matematica. — Della validita effettiva di alcuni sviluppi in
serie di funzioni. Nota del Corrispondente S. PINCHERLE.

B ben noto l'artifizio con cui il Weierstrass ed il Mittag-Leffler, nei
celebri teoremi che portano i loro nomi, sono giunti ad ottenere, il primo,
l'espressione di una funzione trascendente intera che si annulla nei punti
Gy, (s s .ee On o - di una successione data, il secondo, quella di una funzione
uniforme che nei punti &, , &;, ... b, , ... di una successione data diventa in-
finita come funzioni pure date: per esempio, che in 4, & infinita del prim’or-
dine col residuo 7,. Nel primo caso, la funzione richiesta sarebbe rappresen-
tata dal prodotto infinito

0 fl(1— )

(=t n

quando esso fosse convergente assolutamente; nel secondo, la funzione do-
mandata si avrebbe espressa dalla serie

> s

(®)

L o )
n=14& — bn

qualora tale serie fosse convergente in ugual grado in tutto il piano 2, esclusi
i punti b, Cid non accade in generale: ordinariamente, tanto il prodotto ()
quanto la serie (4) divergomo e pertanto non rappresentano effettivamente al-
cuna funzione. Ma se si moltiplica ogni fattore del prodotto infinito per un
nuovo fattore conveniente e se si aggiunge ad ogni termine della serie () una
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espressione opportuna, come hanno fatto i nominati autori, si riesce a sosti-
tuire ad (a) e a (&) altre espressioni che (pur godendo delle stesse proprieta
formali in modo da soddisfare, come quelle, alle condizioni dei rispettivi pro-
blemi) hanno incondizionata convergenza e rappresentano effettivamente le
funzioni domandate.

Ora esistono, in parti assai diverse dell'analisi, certi sviluppi i quali si
presentano in una forma sotto cui hanno un campo di validita assai limitato,
ma ai quali é applicabile una modificazione del tutto analoga a quella ricordata
e che permette di renderli effettivamente validi per quei casi in cui, nella pri-
mitiva forma, la loro esistenza & puramente virtuale. Questo fatto mi & sem-
brato assai degno di nota, e per porlo in evidenza nel modo pit semplice
possibile, mi sono limitato nella presente Nota a considerare un esempio par-
ticolare, riserbando ad altro lavoro la trattazione del metodo nella sua gene-
ralitd. L'esempio sard fornito dalla serie

0 dn
Nem D 2L
(C) /(‘l) - = (1‘],'"
in cui ¢ & una funzione analitica della z. Formalmente, lo sviluppo (¢) sod-
disfa all'equazione

(d) af _

Tae Ao

ma la serie (¢) non & convergente se non eccezionalmente, cioé per funzioni )
soggette a condizioni assai restrittive, talché alla (c), come formula per la
risoluzione dell'equazione (2), non si pud dare che un valore assai limitato.
Perd, mediante una modificazione opportuna dei termini della (¢), la quale non
altera la proprieta formale in forza della quale essa soddisfa all'equazione (),
si pud renderla convergente per ogni funzione analitica ¢ regolare in un in-
torno (sia pure piccolo quanto si vuole) del punto z = 0. Questo metodo,
come ho accennato, & applicabile a sviluppi assai pid generali di (¢); ma
anche limitato a questo caso, spero che non riuscird privo d'interesse per la
novitda dell'argomento e per le osservazioni generali che & d'uopo premettere
sulle serie ordinate secondo le derivate successive di una funziome.

1. Considereremo, in ¢id che segue, le serie della forma

o0

1) 2 a() ¢ (@),

dove con a,(z)(n=10,1,2,..) si rappresenta una successione data di fun-

zioni analitiche della variabile & regolari in un intorno del punto z = 0, con
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¢(2) una funzione analitica della stessa variabile, che si pud assumere arhi-
trariamente sotto la sola condizione di essere pure regolare nell'intorno del

medesimo punto # = 0, e con ¢™(z) si indica la % In luogo di comsi-
derare ¢(z) ed «,(z) regolari nell'intorno del punto # = 0, si potrebbero
supporre tali per l'intorno di un altro punto arbitrario z, del piano della va-
riabile: noi continueremo perd a fare z, = 0.

Quando una funzione ¢(z), sostituita nello sviluppo (1), rende questo
sviluppo convergente in ugual grado in un intorno di # = 0, diremo che ¢(z)
appartiene al campo funzionale di convergenza della serie (1). Per ogni
funzione ¢(z) appartenente al suo campo di convergenza, la serie (1) rap-
presenta una funzione analitica regolare in un intorno di z =0; essa serie
pud quindi riguardarsi come l'espressione di un'operazione funzionale eseguita
su g(x). Di piu, se ¢(z), yw(z) appartengono al campo di convergenza
della (1), vi appartiene anche la ¢(z) -+ y(z), e 'operazione rappresentata
dalla (1) é distributiva.

Ora dimostreremo, nei due paragrafi che seguono:

@) che una serie (1) ammette in generale un campo funzionale di con-
vergenza;

) che le serie della forma (2) possono essere di due nature diverse;
quelle di prima specie, al cui campo di convergenza appartiene ogni ¢(z)
regolare nell'intorno di =0, quelle di seconda specie, al cui campo di con-
vergenza appartengono quelle sole ¢(z) che soddisfano a determinate con-
dizioni.

2. Una serie (1) ammette sempre un campo funzionale di convergensa,
purche esista un intorno del punto z =0 in cui tutti i coefficienti della serie
rimangono finiti.

Si indichi con C quell'intorno di # = 0 in cui tutte le «,(z) riman-
gono finite, e sia #, il limite superiore dei valori assoluti di e,(z) in C.
Si formi poi una successione di numeri positivi g, arbitrarl purché soggetti
alle condizioni

&
gn<,[/n—l ) 9n<—,

Min

essendo & un numero positivo minore dell'unitd, infine si prenda & in C. Sotto
queste condizioni dico che la funzione

0. "
(2) 9(z) = ;\_ In

n=0 n!

appartiene al campo di convergenza della (1): ne verrd che con essa vi ap-
partengono tutte le serie di potenze in cui il coefficiente di 2" & minore in

valore assoluto di %‘




= g
Infatti, essendo

) f/,,_F ; (])l+\| z
4 )—J/I+J)l+1‘l/ + ? + + + 2

p!

si avra
|9 ()| < gue™
onde
’ v(e Moo (@) [=e S e e'ses

ed essendosi fatto <1, risulta dimostrata la convergenza assoluta ed in
ugual grado della (1) per la funzione (2) e per tutti i valori di # presi nel-
I'intorno C.

3. Volendo ora provare l'esistenza delle due diverse specie di serie (1)
indicate alla fine del § 1, basterd, all'uopo, di fornire esempi delle une e delle
altre; ora un esempio semplicissimo della prima specie ci viene dato da

it

& L
NS = ””(‘L) :

=0 N : I
mentre esempi non meno semplici della seconda specie sono le serie

1 &

(}'(m(df) (n) ( )

ilNg

n!

Considerando infatti la prima serie, si ricordi che ¢(z) & regolare nel-
intorno di # = 0, ed ammette quindi uno sviluppo in serie di potenze di z
convergente in un cerchio di centro 2 =10 e di raggio » ; ora per|z|<C 47
la serie stessa & certamente convergente assolutamente ed in ugual grado. Il
suo campo funzionale di convergenza & dunque costituito da tutte le funzioni
regolari per z = 0. Invece la seconda serie non & convergente in ugual grado
se mon per le funzioni ¢(z) in cui il raggio del cerchio di convergenza re-
lativa ad 2 =0 & maggiore dell’ unitd, e la terza lo & solo per speciali
funzioni trascendenti intere: esse somo quindi della seconda specie.

4. Le funzioni razionali intere appartengono al campo funzionale di con-
vergenza di ogni serie (1), poiché per esse lo sviluppo (1) si riduce ad un
numero finito di termini. Questa osservazione permette di togliere ogni resti-
tuzione al teorema del § 2, e di dire che una serie (1) ha sempre un campo
di convergenza.

Una serie (1) si dird identicamente nulla quando sia nulla per ogni
funzione del suo campo funzionale. Ora cid non pud avvenire altro che se
tutti i coefficienti ,(z) della serie sono identicamente nulli: basta infatti

porre successivamente ¢ =1, g =wz,... ¢ = 2", ... ¢ si ottiene di mano in
mano ¢y =0, ¢, =0, ..., = 0.
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Due serie della forma (1) non possono essere identicamente uguali in
tutto il loro campo comune di convergenza, senza avere uguali i rispettivi
coefficienti. Cid risulta senz'altro dall'osservazione precedente, e permette di
usare, per la determinazione di un’operazione funzionale sotto forma di serie (1),
del noto metodo di coefficienti indeterminati.

5. Una serie (1) a coefficienti non nulli non pud quindi rappresentare
lo zero: ma pud essa rappresentare una costante? La risposta a tale do-
manda & affermativa, e nel presente § daremo la forma pit generale di una
serie (1) che per ogni funzione ¢(z) del suo campo funzionale rappresenta
una costante, variabile perd passando da una ¢(z) ad un’altra. Sia infatti

®) Ug) =3 A(z) ¢(2)

n=0

una tale serie: esiste per essa (§ 2) un campo funzionale di convergenza in
cui pud venire derivata termine a termine, ottenendosi quindi il risultato

o]
0=2(2) 9(2) + 2 (hs(@) + 2i(2) ) 9 (2) :
ora cid non pud essere (§ 4) altro che se sono soddisfatte le equazioni

)*0’(‘7«') =0, }'n'("'”) ST ]‘n—l(x) )

che danno per le 4, le determinazioni

lozdm ll =@, — A, 12 (dg—2a1.z‘—|—ao{02),...

¥l
2
1
}'n = ﬁ (an — Nlpn & + (Q) AT + + (— 1)" ao&(,'") .
In questo sistema di polinomi, formati con legge assai ovvia e ben nota,
il sistema dei coefficienti & arbitrario. Si pud dunque, in infiniti modi, co-
struire una serie della forma (1) che rappresenti una costante, ed il campo
funzionale della serie dipenderd dalla scelta delle costanti @,. Facendo in
particolare @, — 1 e tutte le altre @, ., ... uguali a zero, si ottiene la serie

00

xn
_1 n_ (N z
2 (1 9@
che dd come valore ¢(0) per ogni ¢(z) regolare nell intorno di z = 0 e
per |z| abbastanza piccolo; essa & dunque una serie di prima specie.

6. Premesse queste osservazioni generali sulle serie (1), veniamo alla
questione che forma 1'oggetto principale della presente Nota, quale & indi-
cato nell’ Introduzione. Avendosi da risolvere l'equazione lineare di primo

ordine

0 p—2— ),
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dove ¢ & una funzione data. o cid che & lo stesso, volendo determinare 1'ope-

razione
(==,

dove D & il simbolo della derivazione, il calecolo simbolico ci da

(1—D)*=1+4D4D*+4.. D"+

ossia, formalmente, si ottiene 1 dalla serie

w_
() Y= .\_- o™ .
n=1
Ma la serie (4) & di quelle che abbiamo chiamate di seconda specie:
infatti una funzione ¢ non pud trovarsi mel suo campo di convergenza altro
che quando sia soddisfatta la condizione (mecessaria ma non sufficiente)

lim g™ =0,
—
condizione che vale solo per speciali funzioni trascendenti intere. Si tratta
ora di mostrare come un’opportuna modificazione dei termini della serie (5)
permetta di trasformarla in una serie di prima specie, e che quindi contiene
nel suo campo di convergenza ogni funzione regolare nell'intorno di z = 0.
7. La espressione

|8

S: (/(m _i_cea."

Il

0

dove ¢ & una costante arbitraria, soddisfa formalmente all'equazione (4) al
pari della serie (5). Vi soddisfard ancora se al posto della costante ¢ seri-
viamo lo sviluppo (3) che abbiamo ottenuto al § 5 e che serve a rappre-
sentare una costante; con che abbiamo

o0 o0
S — ;J 9‘(m + ex :0 l” q‘(m
ossia
0
(7) S=e=> (=4 2,) g™
n=0

Come si & visto al citato § 5, nel sistema dei polinomi 4, & arbitraria
la scelta dei coefficienti a,,a,, 4, ,...; in particolare, possiamo porre

apn=—n!
ed otteniamo

72 mn
l":_l+‘Z‘_10L"2+"'+(—1)n—l:c—

n!’
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talche la (7) diviene

0 n+1 n+2
Sl (e R T
® i':‘o( ) (n—f—l! n—+—2!+ ‘
Indichiamo ora con 7 il modulo di #, con @, &, ... ¢cid che divengono le
¢, ¢, .. quando nelle serie di potenze che le rappresentano nell'intorno di

& = sostituiamo ad ogni coefficiente il rispettivo valore assoluto: il ter-
mine generale della (8) sard, in valore assoluto, minore di

7.11+l

Tt T )3,

da cui

0 rn-o-l o
Bl<leler 2 T 3 ().

Ma la serie che qui figura nel secondo membro & convergente per ogni
@ che sia una serie di potenze di x convergente entro un cerchio di centro 0
e di raggio qualunque @, purché » si prenda minore della metd di «; lo
stesso vale a fortiori per la (7), che & pertanto una serie di prima specie, ¢. d. d.

Astronomia. — Nuovo studio sull’ orbita della cometa 1890 1V.
Nota di T. Zowa, presentata dal Socio TACCHINI.

Nella seduta del 19 maggio presentai uno studio sull’ orbita definitiva
della mia cometa, in cui si usava il metodo di Schénfeld. I risultati finali
ottenuti erano poco soddisfacenti, e la cosa piu rimarchevole si fu il risultato
negativo di [//5], quantita che teoricamente & positiva.

L'anormalitd dei risultati mi persuase che il metodo usato non bene si
adattasse al caso particolare della mia cometa.

Convinto di cid (e questa mia convinzione la feci gid nota all'illustre
Accademia), invitai il mio assistente e gid mio allievo dott. Mattina, molto
abile in questi calcoli, a volere ripetere la ricerca con gli stessi elementi,
ma usando il metodo che trovasi nel Watson.

Usando gli stessi dati ma col metodo del Watson, il dott. Mattina
arrivd a risultati veramente ottimi, veramente definitivi, che credo utile

presentare.
Luoghi normali

« J
Novembre 19,5 782121 59,2 34° 17" 85",0
Dicembre 3D 57 46 1,7 34 56 22, 2
» 12,5 46 33 59, 6 33 35 29, 4

” 31,5 31 26 41, 4 29 36 48, 3




