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Matematica. — Swlla inversione degli integrali multipli.
Nota del Corrispondente Viro VOLTERRA.

1. 1 metodo da me dato (') per risolvere i problemi di inversione
degl' integrali definiti semplici & suscettibile di estendersi agli integrali mul-
tipli. Una tale generalizzazione forma il soggetto della presente Nota, nella
quale il problema dell'inversione viene sciolto qualunque siano il numero
delle funzioni incognite e quello delle variabili indipendenti da cui esse di-
pendono. La risoluzione si ottiene in virt di un procedimento con cui par-
tendo da una funzione qualsiasi finita e continua di piu variabili e mediante
operazioni di quadratura, si giunge a costruire una nuova funzione pure finita
e continua; la quale alla sua volta riproduce la funzione primitiva, allorche
si ripetono su essa quelle stesse operazioni che si sono eseguite sulla prima.

Mi permetto di comunicare all' Accademia il detto procedimento ed
il teorema fondamentale da cui esso discende, giacchd mon & a mia cogni-
zione che siano state risolute fin qui le questioni funzionali che in tal modo
vengono trattate.

2. Sia

So («Ul y L2 wae ‘TII| !/l ) ]/2 sse !/n)
wia funzione finita e continua di 27 variabili e si ammetta che ciascuna
(1) Seduta del 1° marzo della R. Accademia dei Lincei. — Vedi anche gli Atti della

R. Accademia delle Scienze di Torino, sedute del 12 gennaio, 26 gennaio e 8 marzo 1896;
una Nota successiva sard presentata nella seduta del 26 aprile.
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coppia di variabili #;, % si mantenga compresa entro i limiti a, 8¢, es-
sendo 8 > «; .

Si caleolino, partendo da S,, le funzioni
Q ‘
(1) Si / /) |
| dE | dE ... | @ %n-Siil EL o &) Simt (51 voe En| ¥ oo Yi)

jamo dal dimostrare che S; ¢ indipendente da j. A ‘
esta proposizione resulta ovviamente per = l.

tutti i valori dell indice inferiori ad ¢, e mo-

| '3 '3 S D¢ & 8) S (8 & Un) =
'3 ‘ Sn Oi—il 5.5) ) ' DaSin—1(&)...& Nyeod .S-l('ll MnlY1eYn)
-

Sy; ne
(2) QE_\I"“— )l/f./ ) (ly,—z, )
z! i!
a amo soddisfatta la precedente relazione per il valore

dE,

z A Ja, )

M 2 (=2 )™ (2—2)™*' (g — 2z, )it
¢+ 1! (7+1)! (i +1)!

il che prova la proposizione. |
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Dalla (2) segue

(ﬂl — o) (P’e

“‘Z)i (I.}n _“n)‘

1Rl A A 2! 2!
o percid la serie
(‘/3_
(3) Fo(@1 o Zn| §1 oor Yn) =— D_ i (@1 ov+ Zn| Y1 o0 i)
0

sard uniformemente convergente e rappresenterd una funzione finita e con-
tinua delle variabili z,, @5 ... 0} 71, Y2 oo Y -

3. Operiamo ora sulla F, nello stesso modo tenuto colla S,; costruiamo
ciod le funzioni

v, v,
H(@iSs2al e n) = r dé&, ... f AEnFij(21 00 Zn |1 oo En)Fjmr(Ereee &1 oo Un)

@y v,

e formiamo la serie uniformemente convergente

o0

— : 1y e [ oo )
0

Dico che la sua somma sard S,.

Per provarlo si pud seguire lo stesso metodo tenuto nella Nota citata (1)
per dimostrare il teorema medesimo nel caso in cui S, & una funzione di due
sole variabili; ma si pud anche far uso di un altro procedimento come ora
mostreremo.

Si ponga il coefficiente binomiale

m(m—1)..(m—i-41)
N

; =mi, ((>0); my=1

e cominciamo dal dimostrare che

0. o0
(4) Ff — (— 1)i+l \—_m mi S'” = (_ 1)“-‘ :m m; S"’ "
P [

Infatti questa formula & vera per ; = 0.

Supponiamola verificata per valori dell' indice inferiori ad 7 e mostriamo
che & vera per I'indice 7. A tal fine poniamo un apice ad una qualsiasi fun-
zione F o S, quando alle y, si sostituiscono le &,, e poniamo due apici

(*) Sulla inversione degli integrali definiti. Rendiconti R. Accad. dei Lincei, fasc.
del 15 marzo 1896, § 2.
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quando le &, si sostituiscono invece alle x,. Avremo allora, applicando le
note regole pel prodotto delle serie,

Q. m ; rr
FoiFli= (=1 3, > (m—Wijhir Snn 8",
ORUSSIOR7

1

e per la convergenza uniforme della serie

Y, Yy Sl m B e "Yn ’ "
F,-=J (Z§l,.:f dEnF/i—j F'"j_lz(—]_)H" Zmyh(nz—h)i—jhj—‘f dé‘l--lj AEnSm—nS"x
Jxy tJax, 0

0 AL Ly,

=(—1">, Snny ih (1 —B)ijhjy =(— 1) > (m1)iSpr =(—1)*>, m:S,,
0 0 0 12

La (4) resta dunque provata. Ne segue
0 9]

— >, Fi=5, +> 8p (Mo — my - My — - = my).
0

i

Ma per una nota proprietd dei coefficienti binomiali

| mo—ml—}—mz—---tﬁlra:(),
| onde

) o)

_ziFl’:SO

0
come volevasi dimostrare.

4. Riprendiamo la (3); da essa segue

o0
Ft)l So” e Zi Si, SO”
0

0.
Fo” So' ST 3 A S‘” So,

1M

quindi per la convergenza uniforme delle serie

yl yn' & yl n &
f d§1...f dE, By 8 =—> f dé‘l...f sugisl Zl 8i=F,+S,
@ @, 0 Sy @, .

1 Yn & Yy Yn 2
fy d§l...f BT Sy e Zf d§1...fj S8 =— ) G =T, 8,
x, z, 0 Sz, @, 1

€ per conseguenza

Y1 Yn Yy Yn 7
Fo‘l‘so =f 3 f &, By S = ak ... a5, Fo" Sy .

n

Sne—ttn e

WIS BB gy oD
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]
5. Riassumendo i diversi risultati ottenuti potremo enunciare il teorema
seguente :
Posto
o0
(A) Bl (=S Zn ) —— OZ Si (%1 eve Zn| Y1 <on )
m cur

v, Yy
Sil(@realyays) =£ dé‘l...f dg:f,zSi_j($1---xn|51-.-§W)Sj_l(§1...§n'y1...yn);

se la fungione Sy (21 .. Zu | 9 - yn) da cui si parte ¢ finita e continua per
valori di z:, yi: compresi fra e«; e f;, anche Fy (2, ...z, | %3 - ) sara
una fungione finita e continua per i valori delle variabili compress entro
gle stessi lumiti; e avremo la formula reciproca della (A), cioe

[e.e]
(4% So (21« Za| Y1 e Y) =— % 1% w2 |0 o h)

n cul ’
v, Y,

Fi(21 ..o @u| 1o yn) :f &, f dé‘nFi_j(x,...xn[El...En)F-_1(51...§"|y,...y"). I
@y %, |

Inoltre sussistera la relazione |
(B) Fo (21 oo @n| Y1 oo Yn) - So (21 oo Za| g1 e ) =

Y, Y
= dg, f AEn Bo(2) e 2n| &) . &) S (&) e S ) —
@y @,

v, U
:f B [0 Ty B s Bl s e 90) B (01 0l 5. ).

6. Consideriamo una funzione finita e continua qualunque delle 2#
variabili &, ...#n; %1 .. 9» il cui simbolo sia una lettera maiuscola, per
esempio H. Posto S, = — H, si calcoli la corrispondente F,. Denoteremo
nel seguito, per uniformitd di notazione, la — F, colla lettera minuscola,
cioé porremo

h=—F,.

Se H oltre essere funzione delle 2 » variabili @, ... 2,5 #i ... Yn € fun-
zione continua di altri m parametri z,, 2,... 2,; dalla precedente costru-
zione resulterd che anche % sard funziome continua degli stessi parametri.

Noi seriveremo

H=H (21 . Zn/| Y1 o= Yn} 21 o= 3m)s |
= (I 2 e e e S ))s |
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o anche piu semplicemente

180 == 1R oo 720 || Do) o
h=h (21 Zn| Y1 o Yn)

se vorremo porre in evidenza le sole variabili di cui si tien conto nel calcolo
pel passaggio dall una all’altra funzione.
La relazione (B) mediante le H, 5, si seriverd

(5) — H (21 oo @n| Y1 oo ) — B (L1 cer Z| 1 oY) =
yl yﬂv
zf dz, f TSN (r o ol e B G BT
2z 2y

Y, Yy
=f d&, f A H (Ev e En| Y oor Yn) B(2Z, - 20| &1 oee £0)
7. Abbiasi oréz la relazione funzionale

Y, Y
[y Yn) =@ (Y1 e Yn) f da, f Azn @ (21 o ) H(21 oo Zu| 91 - Yn)
ooy o,
in cui ¢ denota una funzione finita e continua.

Moltiplicando per k (Y - Yu | &1 -.. 2a) dy, ... dy, © integrando rispetti-
vamente fra i limiti e,, &; as, 2} ... @5, 4,, in cui B: > 42 > a;, si otterrd

f”ldyl ...j:"dg/“ TR o ) A0 oo 01 Bt o ) =
:j:‘dyl ...j:ndy,l P(Yr oo Yn) b (Y1 o Yu| 21 oo 20) +

+£~'dxl... f;n (l,vcngp(xl...xn)fﬂldyl...fﬂndg/nH(;c, weeZn| Y1 oY) OG- Y| 81en B0)

n

e a cagione della (5) il secondo membro diverrd

= —f~‘clxl ...‘fﬂndxngo(arl woe Zn) H(Z1 . 20|81 000 8) = (81 ... 2) — [(81008)-

Avremo quindi

@ (21 20) = f (&1 - 2n) +L ‘dy, ...fm‘ndg/,,/"(yl SO s o)
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Potremo dunqueenunciare il teorema :
La relazione funzionale

yl yﬂ
©) 7 - yn) = @ (41 -+ 9) +j; dz, J: Atn (21 s Z0) H(Z 10| Y1)

st tnverte mediante la formola

(C) $loreosn)=f(5r ) f T‘dyl f e R

in cui b si calecola dalla H mediante le formole precedents.

8. Non sempre i problemi d'inversione si riducono immediatamente alla
forma precedente in modo da risolverli applicando subito il procedimento in-
dicato. Per gl' infegrali semplici (*) la detta riduzione & immediata, invece
la questione si presenta in modo molto complicato nel caso di integrali
multipli. Per chiarire questo fatto si consideri, per esempio, il problema di
determinare ¢ (2, ,.) dalla relazione funzionale

Yy Ys
(6) 0 (Y1 92) =j; Az u dzs @ (21, 2,) H (2, Y Za| Yr 5 Ys)-

Derivando la precedente espressione rapporto ad 71 e ad y, otterremo

48 fy‘ 3H(u’6‘1,,7/2|y!ay2)
— : H ’ ) ) b, Eyed i
ey @ (¥1,92)H (1 Y2l¥r, )+ ol 921, 92) RI/A i

: Ys )H(yhleyhyz) fy' Ya AH (2, ’-’11'2]?/1 ,y_z)
o ot ) LDt [V, [ dzg(a1 0 R 1)

Supposto H (41,92 | 91, 9:) = 0, dividendo per questa funzione la re-
lazione precedente, essa potrd scriversi sotto la forma

(7) f(yl ’.7/2) = 90(?/1 ) yz) +]Z‘q’(xl ) yz) T(xxl?/l ;yz) dz,

2 Yy A
+ [ o @) Vil ) don o [ [ g (21, 20 8 @, i)

che & evidentemente ben diversa dalla (C).
9. In generale, allorche H (71 ... 4 | g1 ... #2) = 0, la equazione fun-
zionale

yl yﬂ
(8)  6(y1 - Yn) =fa dz, fa Aen @ (@1 oo Z0) H (21 oo Zn| 91 ooe Y)

(1) Cfr. Nota citata § 4.

S— .
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condurrd, derivandola rapporto ad 7 ,%s...Yn, © quindi dividendo per
H(y1 - Yn | Y1+ Yn), ad una relazione in cui il primo membro ¢ noto ed
il secondo contiene la somma della funzione incognita e di integrali i cui
ordini vanno da 1 ad # e sotto ai quali comparisce la funzione incognita
stessa. Essa avrd quindi la forma

®) L@y o Yn) = @ (Y1 - Yn)

o Y3y Y: \ .
S DUEe ﬁ dx,-,..f hdxihq(xi,---wihayih+‘--~,7/in)Ti|...ih (i ety | Yis - Yins Yipialiy)
s i,

_lh —iyndy

nella quale 7, ... 7, denota una permutazione dei numeri 1,2..7; con
(s, - @i, Yi,,, - Ys,) si intende la funzione ¢ (2, ... #,) in cui si sono
sostituite i, . .. ¥i, al posto di @, , ... L ; eZi‘mih indica una somma
ottenuta facendo tutte le combinazioni % ad % degl indici 1,2,..7. La f
e le Ty .. che compariscono nella formola precedente sono funzioni note.

Per ricondurre la equazione funzionale (9) alla forma (C) bisognera
trasformarla in modo da far comparire nel secondo membro due soli termini,
cioé il primo termine ¢ (%, ... %) ed un solo integrale multiplo.

Supponiamo per un momento che si sia riesciti a trasformare la rela-
zione funzionale (9) in modo da eliminare nel secondo membro tutti gli
integrali semplici, doppii ecc., fino a quelli d'ordine » — 1, e quindi che la
Zh anziche da 1 ad = sia estesa da 7 ad » HEssa allora sard ridotta
al tipo

(10) f(yl oo ,Z/n) =iy (_2/1 o ‘1/") =

n yiy Yin
Zh Zi,,..ihf da, f dxih, @ (i, e Zi s Yins v Yin ) Topoin (xi:---xihlyiw'yih sYints
T @, %

Mostriamo come, giunti a questo punto, sia possibile trasformare 1' equazione
funzionale in modo da eliminare gl'integrali d'ordine 7.

Sia s, ... s, una delle combinazioni d’ ordine » degl’ indici 1,2 ...z, a cui
nel secondo membro della equazione precedente corrisponda un integrale
d’ ordine 7.

Si sostituisca in ambo i membri della equazione (10) 2, ... %, in luogo
di ys,,,...¥s,; quindi si moltiplichino ambo i membri per

(11) b (s Yo, R Bt B e 2o Yo O

-"?/in)




|

|

1

|

|

4

‘ — R i

e si integri rispettivamente rapporto ad ogni ys, da e, a &,. Denotiamo

con (D) la equazione che cosi si ottiene; il suo primo membro sard

Zs, Zsp
s | B e e
%y s

— P sy oY 1 8oy e 85, ) ] sy, (Ysi o Ys, |25, 0 55,5 eyt

Per trovarne 1 espressione del secondo membro, consideriamo il termine
generico del secondo membro della (10) corrispondente alla combinazione
%1 ... %, di indici e supponiamo che ¢ di essi, 7, ... iy siano rispettivamente
eguali a s;...s,, mentre i rimanenti Gg41 - Oy, Siano diversi dalle Sgtlcesi Sy
Allora, dopo la moltiplicazione pel fattore (11) e le successive integrazioni,
il termine stesso assumerd la forma

z‘sl &g S i 2y, Ys Y. 3
(12)f dysl...f gdysgf A dysg“..f Ziysr (fxsl..f sgdxcs f 1g+‘d.zi
sy “G, S i %sy S % Fo &
3 :ih m
o, A1, P(Bs oo Tsiy s ooin s, v Bany yroions)-

.T,-xmih(xs‘...xsg,xigﬂ...xih|ysl...ysg,zigﬂ...z.'h $YsyanrYsnnBs,, oBs | )-

.ts‘_..sr(ys‘...ysr]zsx...zsr;zsﬂ_l...zsn) g !

Se noi applichiamo il principio di Dirichlet ad ogni integrale eseguito
rapporto & ys, ... %s, ed al corispondente integrale rapporto ad Ls, 5o @s,
la espressione precedente potrd scriversi.

: “Eh “sg BSg41 L0 Figis
(12") daes das AYs, . o ays @l s '
g g+ £
3 o a o o; gL
& Sy G Sy i

i
f A, P (Zsyoeeisy s Bigionlin Yyl 8,y oo, , )L

‘n

avendo posto

a5, ag
g o O 5 - s . ~
(13) L=L dys":,[; d]/.:g Tzl...zh(xsg--xsgv Zigy ---xmlysx--'ysgyzzg.,_,' "gihyysg.,_l--?/sryzs,.H,)‘sr_,_v) |
s |

Sy g
syuisy (YogerYon|8szeeBsn Bopty yeohin)

39
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Scriviamo nella (12') @, ;. @, invece di ¥s,,, - ¥s, , € chiamiamo L
il risultato di questa sostituzione eseguita su L; la (12') acquisterd la espres-
sione

Sy ih

3 Tsp Fig s Sip
f dxsl..f dxsrLA dxig+l..f AL, (BoyoeBsgsTigpyoeBigs By sy Laps B,y reobisn, ) L
dsl -7 l9+| o,
nella quale la funzione incognita ¢ & moltiplicata per una funzione nota L'
e comparisce sotto ad un integrale multiplo d’ ordine » 42 —g¢ e quindi
d’ ordine inferiore o eguale ad 7.
Dai precedenti resultati segue che il secondo membro dell’ equazione
(D) assumerd la forma

l-'s :sf
sy AYs, Tsyois (Bsyons, sy oneYs, 585, ne Bs,):

%) Lsp

St Ul e | o oo, B o s, ) SE

n 5 -:ih
1 s s : : Dy, : lia ea ;
+>. Zi,...ihf d“n-"j Ae, P&y oiltiy s B0y, o83, Thy o, (Biyoendlin | 83081, 5 iy ook
r+1 @, %

%sy Zs
f dxsl"f ; dx3r¢(‘x51"'xsr ’ 'gSr+l"'g3n)
% %

Sq

in cui si é scritto separatamente dapprima il solo termine nel quale ¢ figura
sotto ad un integrale d'ordine », mentre gli altri che vengono successiva-
mente contengono la funzione incognita sotto ad integrali multipli i cui or-

faisile 1 . . .
dini vanno da 7-1 ad . Le Ti.. saranno funzioni note che si dedur-
1 h

ranno facilmente dalle precedenti L.
Tenendo ora conto della relazione (vedi form. (5))

:sl :S 7 . ~ . ”
I‘ d?/s.---f " Yo, Ty (Baioonls, [YlayoYs 3 85, -85} boy..cs} (Ysyonels,| Ssyonnts, 5 B, hs )
v o

Sy Lsr

— 2 . ~ —— 7 .
Tsyrs, (L5, ills | Beyonris, 385, ooeBs,,) — bsyous, (Boyeunils |8syens 5 85, een2s,)

la equazione (D) si scriverd
(14)L s’dxi‘...f s, (s, yeria gy yorehsy) L outy (e, il oy 4ok op s By MEEE )
Sy CLe

=_Fsl"'sr (31 50 Zn) +

n iy & (1) .
Sl ST Adzi,... Az, P(Liyorelliy s &y oorbi ) Tiyoniy (Liyornliy | 0y o0nB, 5 81 o008,
mh gy @, o

*h
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in cui Fy,.. (4 .- 2,) & una funzione nota e precisamente

S'l ;S
Fsi..s, (81.020)= ays, L “dys, [@sy-Ys, zsmzsn)ts‘,,,sr(ysl...ysrlzs, B3 8s L eeeds )
R d

(ls1

Formiamo le equazioni analoghe alla (14) che si ottengono prendendo
tutte le combinazioni s, ... s, degli % indici » ad 7. Sommandole, il primo
membro resulterd tale che il suo valore ricavato dalla (10) assumers la forma

f(21 e 8) — @ (21 n 22)

n ER 5,
—Zhj;_ d‘z‘“f d.Z‘ih gD(.Z‘i‘...‘Z'ih . z,-hH...zin) Ti;...ih (xil‘..xih 5,‘1...€ih;zih+l...3¢ )
iy iy,

"
41

(2)
e percid, denotando con T;,..., delle quantitd note, otterremo 1 equazione

f(31 . 22) + Zix---i,. Bt @l @) = @) (2100- 25)

741

n e s, @)
+§:h Zi....i,“L4 dxil...‘ﬁ. Ai, (s, ooe01, 5 84, i) Ty, (@3, |81,81, 3 85, ooti)-
(21 “n

L'equazione funzionale & stata dunque trasformata in modo da elimi-
nare gl'integrali d’ ordine ». Cosi procedendo noi potremo percio dalla (9)
eliminare successivamente gl’ integrali di 1°, 2°, 8°... ordine finche essa
non si riduca alla forma (C).

Ogni qual volta una equazione della forma (8) sardh tale che 6 e¢ H
saranno finite continue e derivabili, e H (., %5 ... 7, | %1, 95 ... yn) sard diversa
da zero, noi potremo, col metodo indicato, ricavare la ¢; supponendo natu-
ralmente che sia 6 =0 per Y= a.

10. Come esempio consideriamo il caso della equazione (6) che abbiamo
ricondotto al tipo (7).

Una prima trasformazione, ottenuta eliminando gl’ integrali del primo
ordine, ridurrd questa equazione alla forma

(15) f{(z1,42) +£ Sll(xllgl 3 82) [(21, 33) dmy +£:E W(@s|2251) [(a1,22) daz,

= 9(&1,4) +f i dxxfﬂzdxe M(21 5 3|21, 82) 9(1, 22)
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in cui
M (1, 2|21 582) =S (1, 2|21, 32) + ¢ (@1]31 5 82) V(22|52 5 21) -+
+ Z)(.Zg‘ig ;31) T(.Z‘l l.’s’l ;-2'9,) —|—f 511(51 ,51 ;32) S(rll ) 55'2[51 s 32) a&,
—|-f :Bv(é:zlz? ;81) S(y , 2]21,82) dEs .

Chiamando ¢(s, , 2) il primo membro della (15), dalla (C') si ricavera
finalmente

@ (51,2)=g(2.2) +f~l(lx1 fﬂedgcz m (2 5 Z2| 815 82) 9 (21, &) -
oy oy

11. Accenniamo ora hrevemente al caso in cui si abbiano » equazioni
del tipo

Yy Y v
(16) Os(yl...yn):f dx,...f Az Zi¢i(x1...x,1)HiS(x,...xn reetgn)y (§=1,2..%)
oy an 1

colle » funzioni incognite ¢,, ¢s ... ¢,. Per risolverle cominciamo dal deri-
varle rispetto ad %, %z ... ¥». Se il determinante

H,, .. H,

SRR,

Hyy ... Hyy

in cui si sono fatte le z; = y; é diverso da zero, potremo facilmente porre (1)
la (16) sotto la forma

(17) fs@r e yn) = @s (41 - yn) + K5y (s=1,2...9)

in cui f; ¢ una funzione nota e K & una somma d’integrali i cui ordini vanno
da 1 ad 7 e che contengono linearmente le funzioni incognite. Supponendo
note @, ... ¢y, dalla prima delle (17) potremo ricavare ¢, mediante il pro-
cedimento esposto superiormente. Sostituendone la espressione nelle succes-
sive » — 1 equazioni, avremo un sistema di » — 1 equazioni che conservano
il tipo (17) dalle quali ¢, & eliminata. Cosi procedendo per successive eli-
minazioni si ricondurrd la questione a risolvere una sola equazione funzio-
nale del tipo esaminato con una sola funzione incognita.

(*) Cfr. Nota citata § 5.




