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Secondo la prima delle due formule, la base ottenuta dal trimetilindolo
per azione del joduro &' etile e la pentametildiidrochinolina sarebbero da seri-

versi nel secuente modo:

CH; 6 Hy CH, CH,
RN NS

C C

\CH e e \¢ CH,

Cu 4
- Hf CH 3 C CH,

\ .

N N

CH; CH,

In fine. alla scissione del jodidrato di diidrotrimetilchinolina potrebbe

darsi la seguente interpretazione:

CH; CH; CH; CH, =
\ Nl 3 y
C C C
~ / \\ / \\
G CH — (H CCH. — GCH, CCH
) CH NG N4
N N N
; CH, . HI CH.1 s
! tenendo conto che 1 idrato di trimetilindolina da, secondo le esperienze di

Brunner, il trimetilindolo per ebollizione con acido cloridrico:

CH, CH, CH, CH,
S ¥
C C C CH,
7N " / \
c,H, CHOH — GCH, CH ~—— GCH, CCH
/’r // \\\ /
N N N
CH, CH, C1 CH,

Naturalmente anche colla formola trimetilenica si spiega facilmente la
trasformazione in trimetilindolo del jodidrato di diidrotrimetilchinolina.

G. CIAMICIAN.

Meccanica. — Sul moto dei sistemi con tre gradi di liberta.
l Nota di T. Levi-Civira, presentata dal Socio BELTRAMI.

Oggetto di questa Nota si & lo studio dei sistemi materiali S a legami
indipendenti dal tempo e con tre gradi di libertd, per cui, quando non agi-
, scono forze, sussistono i tre integrali delle aree. Io mostrerd che tali ipotesi

i permettono di caratterizzare la natura della forza viva T e conducono a sta-
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bilire che, mediante una opportuna scelta di coordinate lagrangiane, T & cer-

tamente riducibile:
o alla forma propria di un corpo rigido con un punto fisso;

I ; ;
o alla forma 3 He (2} 4 25 + 23) - } 2 25 - 25 ¢ -

Se ne deduce che, anche quando agiscono forze, la dinamica dei sistemi S
sopra indicati equivale:
nel primo caso, identicamente, come & manifesto, alla dinamica di un
\y corpo rigido intorno ad un suo punto, supposto fisso;
nel secondo caso (e nell'ipotesi che 1'energia totale del sistema sia co-
stante), a meno di quadrature, alla dinamica di un punto materiale. I
Quest’ ultima asserzione sard giustificata a suo tempo in modo diretto;
non lascio perd di rilevare che essa si collega alla teoria generale delle tras-
formazioni delle equazioni dinamiche.

1. Sia un sistema S, di punti materiali (z, 7, 2), soggetto a legami in- ‘
dipendenti dal tempo, i quali limitino a tre gradi la sua libertd, di guisa che
se ne possa individuare una posizione mediante tre coordinate lagrangiane. i
Si supponga di pit che la natura dei vincoli sia tale da lasciare sussistere,
quando non agiscono forze, i tre integrali delle aree:

(1) D m(ys' —ay')=cost, > m(3a' — x3') = cost, > m (zy’ — y«') = cost .

La forza viva del sistema S sard espressa in coordinate lagrangiane da una
forma differenziale
1& i
T= é }_rs Qys fjrr Q,s ) |
i

sulla cui natura dobbiamo ora intrattenerci.

: ct T . :
Introducendo al solito le variabili p; = oy (¢=1,2,3), coniugate
oY i
delle ¢';, si avranno per gli integrali (1) certe espressioni lineari ed omo-
genee nelle p:

3 3 3
@)= erAl,.p, = cost, Zsf=— \_erg, Py == cost, Zyf = er Ay, pr= cost,
dei cui coefficienti A nulla si pud ancora affermare. Tuttavia, provenendo per

ipotesi Z./, Zof , Zyf dagli integrali delle aree, si ha per le funzioni
alternate (*):

(3) (2iZe)f = —Dof  (Lols)f =—2f | (ZsTh)f = —1Zof -

() Si efr,, per taluna notizia in proposito, le Note: Sul moto di un corpo rigido
intorno ad un punto fisso, pubblicate testd in questi Rendiconti (§ 2).
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Inoltre, risguardando le forme Z\f , Zsf \ Zsf come simboli di trasformazioni
infintesime. ciascuna di esse sard ammessa dalla forza viva T del sistema
materiale S (!), e complessivamente, in causa delle (3), costituiranno un
gruppo I's, a tre parametri, (perche, come vedremo, le Z/ non possono
essere legate da relazioni lineari a coefficienti costant?), il quale trasforma T
in sé stessa.

Cid posto, notiamo in primo luogo che le forme Z,f, Z.f, Zs/ possono
non essere tutte e tre indipendenti; per altro due almeno sono tali. Qualora
infatti si avesse per es:

Zof =A%, f , Zsf=nmL,\[f,
si dedurrebbe dalle (3):

7. .0f=—aLf , (227 — 7 A% f= —1\f , Zin .2, f= /Z,/ .
e quindi:
Ih=—m, Myg—alid=—1, Zyx=12,
ossia anche:
Atnt=——1,

I

il che & assurdo, poiché 4 e = dovrebbero in ogni caso, come Z,/, Zsf, Zsf,
essere funzioni essenzialmente reali.

Ci restano pertanto due soli casi da esaminare :

I. Le forme Z/ sono tutte e tre indipendenti.
II. Due Z/ sono indipendenti, la terza essendone una combinazione
lineare.

2. Nella prima ipotesi, cui ora vogliamo riferirci, il gruppo I';, gene-
rato dalle Z/, riesce transitivo ed & quindi, come si sa (*), simile ad ogni
altro gruppo isomorfo pure transitivo e nello stesso numero di variabili. In
particolare possiede questa proprieta il gruppo G, spettante alla forza viva di
un corpo rigido (%), le cui trasformazioni infinitesime (assumendo come coor-
dinate lagrangiane i parametri di Rodrigues) possono essere scritte:

o1 :

llfzg:'lﬂl—f/”/'l +(—//5+ylyz)/72+(.72+y|y:;)ﬁ3 :
B oy

Yf=5i@:Fop)n +A+@p F(—p+yws)ps
Jis] , ‘

V=35 (—p:tyy) o+ 1ty pe + (- 43) ps fe

I gruppi I'; e G, sono dunque simili; esiste ciod un cambiamento di variabili:
(4) g1 — /1(,//1 sY2+Y3) s (2 =/z(y1 y Y2 ,;//4) y 3= /:x(?/l y Y2 ?/3) y
() Ibidem, § 1.

(2) Lie, Theorie der Transformationsgruppen, B.1, Theor. 64, pag. 340.
(%) Sul moto di un corpo rigido intorno ad un punto fisso, § 2.
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(la cui ricerca esige al pit ' integrazione del sistema completo Z;/ + Yif = 0
(#=1,2,3)), che fa passare dalle trasformazioni infinitesime Z,/ , Z./, Zs/
alle Y,/, Yof, Yaf; anzi, per essere le Y/ legate da relazioni identiche
alle (3), si pud asserire che le (4) trasformano ordinatamente Z,/ in Y./,
Zyf in Yof, Z,/ in Yy/. La forza viva T, espressa per le nove variabili z,

diverrd: T-_ \ Ursy' y's, le b essendo certe funzioni delle y, che ci

verrd fatto ben p1est0 di caratterizzare, valendoci della circostanza che la
L1 o i
forma quadratica 52 bysy'ry's deve ammettere tutte le trasformazioni del
STy

gruppo G;. Questa proprietd fondamentale di T si pud esprimere, dicendo

1 A S : !
che T= 5>  byyrys & un invariante del gruppo Gs, esteso alle velo-
(T

S LR . " . : ;
citd 7;', ossia, come & ben noto, integrale di un certo sistema completo:

(5) Yf=0, Y,f=0, Ysf=0

(con tre equazioni distimte e sei variabili indipendenti), che ommetto, per
brevitd, di scrivere distesamente, osservando invece addirittura che le tre fun-
zioni :
2 , 3 ’ 20 / ;
= i :!/1 +.’/3.’/z—.’/2!/32v ]22533/2—{—3/&3—%’/1 i
2
SVt — sy

Iy =

dove & 1 =12 -} 52+ 43, costituiscono una terna di integrali indipen-
denti del sistema ('), talche T dev'essere una funzione dei soli argomenti
I,,I,,I,. Siccome le I sono lineari e omogenee nelle 2", si avra identi-
camente :
Lisng i il Ias
T= é_, /)rs]/rysza_.crslrls )
i F=3T
le C,, essendo costanti il cui determinante :
> == by, bas by: 14—
11 Vg2 U33
Z_'—'Cnc‘zzCaa: = 1 73—211}11[/22[’33
sl 3
—Us 1 Y
Yp— 9 1

.| o0

~
=

& positivo.

(1) Si pud accertarsene tanto mediante diretta verifica, quanto, e pit comodamente,
notando che la forza viva di un corpo rigido:

2 ’ ' ’ T ’ ’

oy FAW s+ yay's — yay/s) + B+ 53y's — voy') + CY's - y:9's — yy/'s)? !

ammette il gruppo Gs, per modo che, qualunque sieno i valori delle costanti A, B, C,
il trinomio precedente & integrale delle (5). Cid implica appunto che separatamente Iy, Is, I

sieno integrali.
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I facile ora passare alla forma definitiva di T, eseguendo sulle varia-
bili y una sostituzione ortogonale a coefficienti costanti. Poniamo per cid:
(6) Yr= D, CGpTp (r=1,2,3)

p

i

vl tntr=1+atatai=c.

5y 2 ! E ,
J= (i (.m' + o'y — TsTs ), Jo= ; ('l‘ 2 + L\&'3 — L3 l) ’
D)

J. = a: (zs' + 222"y — 212":) -

Si verifica immediatamente che fra le I e le J passano le stesse relazioni
che fra le y e le z, ossia:

L=> a,J, , (r=1,2,3)

e da queste segue senz’altro (col noto procedimento, che equivale geometri-

camente a riferire 1’ ellissoide >, C, I, 1, =1 ai suoi assi) che T pud essere
i

ricondotta alla forma propria del corpo rigido:

T—=_{ AR} B+ C33}

!

Do) =

:‘\l ""3’;_‘[ 5']"'1""."4* ):+B(J“z_1l“"xvl" x—<l‘3J."1 )2_*_0((0’ ;"‘Ll.'zlL"l—(L‘lr’z’e)? : ¢

3. Se delle forme Z / due soltanto sono indipendenti, potremo sempre,
per la simmetria delle (3), risguardare tali Z,/ e Z,f, e porre:
Zsf = p Zyf -+ vZsf. Avremo le identitd:

(ZeZ)f = — Tnf =} T + 2 { 70 f ) 2oy - v { Zof
(ZoZ)f = —Lof = — \ Zyo — pv { Inf — ) Zyy — 22 { Zof

le quali, per l'indipendenza di Z,/, Z.f, danno:
() Zop+pw=—1,2v+pm—0, Zip—p=0, Zyy—r*=1.

Di qua si deduce che le quantityd rea/i p e » sono funzioni indipen-
denti delle variabili ¢,, ¢., ¢s e quindi in particolare che nessuna di esse
¢ costante. Difatti, qualora passasse fra p e » una relazione (u,v)=0,
indipendente dalle 4, si potrebbe risolvere 1'equazione y(u, ») = 0 rispetto
ad uno almeno dei due argomenti p o v e porre per es.: v = w(u); le (7)
diverrebbero allora:

Zop + 0t =—1, o(u)p + no(p) =0, Zp— po(r) =0,
o' ()2 — o*(n) =1
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donde :
1+ u*+ o (p) =0,
il che é assurdo.

Dopo cid si conclude che le trasformazioni infinitesime 7./, Zof , Zs/ ,
sono anche in questo caso indipendenti e generano quindi un gruppo I'; a
tre parametri (intransitivo), che dico essere simile al gruppo G';, le cui tras-
formazioni infinitesime sono:

Yl/: YePs — YsPz » Y?/':yapl_]/xz)s , Ya/:%[)z—f/zﬁl y
legate, come le Zf, da relazioni del tipo (3).

Per la dimostrazione, basterd notare che le condizioni generali di simili-
tudine fra due gruppi di trasformazioni (') sono soddisfatte nel caso nostro,
poiché G'; ha la medesima struttura di I'’; e, delle sue trasformazioni infi-
nitesime Y/, Y,/ e Y./ sono indipendenti, mentre Y,/ risulta tale combi-
;/—2 Y./ delle prime due, che, avuto riguardo alle

Ys
cose dette, le equazioni: u = —Z—’ = ‘Z—g sono compatibili e si possono
3 g3
risolvere tanto rispetto a due delle variabili ¢, quanto rispetto a due delle
variabili 7.
Esiste adunque un cambiamento di variabili: (?)

0 o /) s
nazione lineare — % Y,/ —
Ys

(38) U ==k (]/l y Y2 ?/u) s =921, Y2 .’/3) y s =93 (7 Ye s Hﬂ) ,
atto a far passare dalle trasformazioni infinitesime Z.f, Zsf, Zs/ alle Y./,
Y./, Y/ rispettivamente.
3
Indicando con %Zm Brs v y's 1 espressione della forza viva T, dopo ese-
1

guita la trasformazione (8), si osserverd, come nel caso precedente, che
3

1< :
élrs Brs 4 7's deve essere un invariante del gruppo G'; (esteso alle velocitd)
1

e quindi, come si verifica senza difficoltd, una funzione dei soli argo-

menti % 4-y3 +u3 ¥+ ¥+ 5, s +yey's +ysy's o Se ne conclude
che la piu generale espressione di T &:

1 P. ! U ’ / / !
U — él:Kz(yPryH-y%) AV R 0 e Yy sﬂ )

(Y) Lie, Z’heorie ecc. B. I, Theor. 65, pag. 353-354.
(2) In questo caso se ne hanno infiniti, che si possono ottenere (Lie, loco citato, § 91)

ponendo @ = — ;1:—' y V= —:;'—“ e yi + y3 -+ y} cguale all’integrale generale del sistema
Ys Ys

completo Z,f=0, Zyf=0: Tale ricerca esige in fondo, come si vede subito, al pit 1'in-
tegrazione di una equazione differenziale ordinaria.

RenpiconTI. 1896, VoL. V, 2° Sem. 22
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K e K, designando funzioni non ulteriormente determinabili dell’argomento

indicato ¥ + ¥3 + ¥5-

Col porre:

( yp=osendcos g , ys=osenJsen¢y , ys=g0cos ¥ ,

(9) ‘l\u'\—y—”}\\\n\{‘\‘
( r— L‘ eK(e) ) H:‘(,.‘Z) W o — K?(Q:) . Q? N

il precedente valore di T si semplifica notevolmente e diviene:

Ty § 72 - 29t 72 sen® \99['2: :

Lo | -

dopo di che, facendo:
(10) r=rsendcosg , ze=rsendseng , I3=7C0S I,

otteniamo la forma definitiva:

T—

(SR

SH (i + 23+ 2t 2t 42l
la quale differisce solo per il fattore H* da quella spettante alla forza viva
di un punto materiale nello spazio ordinario.

E facile perd riconoscere che la dinamica di un sistema S di forza viva T,
quando esiste un potenziale e 1'energia & una costante data (cio, che fisica-
menite non costituisce restrizione), equivale, a meno di quadrature, alla dina-
mica del punto materiale. Infatti le equazioni del moto pel sistema in que-
stione, se si diea V la funzion delle forze (dipendente soltanto dalle coordinate),
saranno :

/) T 2V
(11) L& i x5t
?

== el . oh B
dt 2z’ + (3 1S )

1 )’/.l
e sussisterd 1 integrale delle forze vive:

(12) T—V=E.
Sostituendo alla variabile indipendente ¢ una nuova variabile ¢, , defi-
nita da:
d,l = 4’1[_
- H¥z} + 23+ 23)

e avendo riguardo alla (12), le equazioni (11) si possono scrivere:

/l S ) 2 J—‘:I
”g(v_u)f;q—u’ 2V oDl BT I Yrmns B A

:
dl “‘,., 2
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ond' & manifesto che il moto del sistema S, sollecitato da forze provenienti
dal potenziale V e dotato di una energia totale E , ammette, nello spazio
rappresentativo (2, ,as,xs) le stesse traiettorie, spettanti al moto di un
punto materiale, soggetto al potenziale H*(V-E) e di energia nulla.
Note le traiettorie, la determinazione completa delle leggi del moto si
raggiunge mediante una quadratura.

Per avere un esempio (oltre quello del punto materiale) di un sistema,
con tre gradi di libertd, per cui, quando non agiscono forze, sussistonoi tre
integrali delle aree, (funzionalmente) non indipendenti, si pud pensare al si-
stema di due punti materiali, collegati tra loro rigidamente, e costretti a
rimanere allineati coll' origine delle coordinate.

Fisica. — Risultati delle misure fatte per la determinazione
sperimentale della direzione di wn campo magnetico uniforme dal-
[’ orientazione del magnetismo da esso indotto. Nota del dott. G. Fov-
GHERAITER, presentata dal Socio BLASERNA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Fisica. — Sulla durata delle scariche elettriche rallentate nel
campo magnetico. Nota del dott. FELICE MASTRICCHI ("), presentata
dal Socio BLASERNA.

L' influenza esercitata dal magnetismo sulle scariche elettriche ha for-
nito argomento di studio a vari sperimentatori, molti dei quali si sono
in special modo occupati delle deviazioni che esse subiscono sotto 1'in-
fluenza del campo magnetico.

Spottiswood (%) inoltre trovd che per I'azione di un forte magnete sulla
scintilla che si produce nell' interruzione di un circuito metallico, percorso
da una corrente d induzione, 1'intensitd di questa corrente, misurata con un
galvanometro, diminuisce tanto pid quanto maggiore ¢ 1' allontanamento del-
1'arco dagli elettrodi, ossia che in tal caso il fenomeno si manifesta come
un aumento di resistenza del circuito. Anche pel caso di gas rarefatti, re-
centemente, alla stessa conclusione sono venuti il prof. Righi (%) nella Me-

(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Fisica della R. Universitd di Palermo, ot-
tobre 1895.

() Nature, T. 25, p. 539 (1882); Beibl, T. 6, p. 814.

(3) Ace. delle scienze di Bologna, 27 aprile 1890; Rend. della R. Acc. dei Lincei,
vol. VI, p. 81; v. Cimento, V. 30, p. 202.




