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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOC1

Matematica. — Sulle equazioni o derivate parziali del &
ordine. Nota del Socio U. DinI.

Riprendendo le formole e i risultati della mia Nota su questo stesso sog-
getto pubblicata nel fascicolo precedente, e le numerazioni tutte relative, ag-
giungo ora alcune considerazioni a complemento di quelli studi, e altre ap-
plicazioni delle formole (2) e (3) del § 1.

8. Osserviamo che data una equazione della forma (10) o (16), si pud mol-
tiplicarla tutta per un fattore G che, quando si voglia che non avvengano
cambiamenti nei segni dei suoi termini, potremo supporre sempre positivo, e
prenderlo ad es. sotto la forma e con w funzione regolare entro C; e al-
lora nei valori (18) o (21) di H alcuni termini subiscono cambiamenti che non
corrispondono alla semplice moltiplicazione di essi per G; e si pud quindi
profittare della indeterminazione di questa funzione G, e sceglierla in modo da
fare acquistare certe particolaritd alle quantitd stesse H, o ad alcune parti
di esse.

Cosi ad esempio per cid che si riferisce al coefficiente di U? in H del
quale ci occupammo gid in modo speciale al § 5, si pud osservare che, senza
fare uso del processo che gid seguimmo, basato sulla indeterminazione delle
quantitd m ed z, e pel quale fu necessario supporre che il determinante delle
forme (22) o (27) fosse positivo o nullo e non fossero 4 — u —» = 0, profit-
tando della indeterminazione di G potremo scegliere le quantitd 7 ed » come
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meglio ci tornerd comodo, e prenderle ad esempio uguali a zero o ad altre
quantitd date, e poi determinare G colla integrazione di una equazione a de-
rivate parziali in modo che il detto coefficiente di U® risulti diverso da zero
e positivo in tutto C; e cid evidentemente anche nel caso in cui i coefficienti
della forma (22) o (27) fissero tutti nulli, o fossero nulli @, &, ¢ e 4; dal
che apparisce anche che i risultati precedenti si estendono, sotto certe con-
dizioni, anche alle equazioni a derivate parziali del primo ordine.

E di questa possibilitd di determinare il fattore G in modo da rendere
soddisfatte certe condizioni speciali, ci si pud anche valere per sostituire alla
forma (27), quando ad es. i suoi coefficienti siano tutti zero, o il loro deter-
minante prenda anche valori negativi, un'altra forma i cui coefficienti o il
cui determinante presentino date particolarith; perd non bisognerd trascurare
di osservare che le nuove condizioni da soddisfare potranno far sl che il va-
lore di G venga a presentare qualche singolaritd entro C, al che perd potrd
talvolta rimediarsi sostituendo al campo C una porzione determinata di esso.

Supponendo ad es. di partire da una equazione della forma (10) o (16)
nella quale % sia data o sia ridotta ad essere una costante, se avverra che
1 coefficienti della forma corrispondente (27), ciog di:

(a—|—h DzU) (%)24-2 (b—hﬂ) ;—? 2l 4 (c+ h D21})(°—U)2.

W )y W )\

vengano ad essere zero o avere un determinante negativo o in qualche punto,
linea, 0 porzione superficiale di C, colla introduzione del fattore G alla forma
stessa verrd sostituita 1'altra :

0 sEG W\2 0
(Ga +Gh < ¢ 40 —) (\—ﬁ) +2 (Gb Sy

YE W
22G \.2U 20 20 G\ (U2
T uxay)“n? W +(G0+Gh 2% s M‘*)(DJ/) :

il cui determinante 4, sard:

' U G 200 G
Pmas ) : Lo ‘_) g [0
1 Gzl—[-/aU<(a+/L Dyg)G )xi—}—z(b h e G wa—f—

e (c—{—h DQU) G G WU (02(} G _(LG)“ ‘) %;

2? W 2wt Y

e se si vorra che questo determinante 4, abbia un certo valore speciale
dato D, bisognera colla integrazione di una equazione a derivate parziali
di 2° ordine determinare G in modo che si abbia 4, = D,; ma cid eviden-
temente pofra portare che G debba avere qualche singolaritdy entro C.
Ammettendo ad es. che sul contorno s di C la U sia zero, e tale non
gia D,, e anzi sia D, > 0, bisognerd evidentemente che sul contorno stesso
G o le sue derivate siano infinite; ma se sul contorno sard D, =0, allora non
¢ da escludere che si possa soddisfare entro C alla equazione 4, = D, con
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una funzione G che sia integrale di essa e sul contorno sia sempre uguale a
zero; e evidentemente questa funzione potrd darsiche esista, se per la equa-
zione 4, =D, in G non verranno soddisfatte le condizioni che si avevano
nei paragrafi precedenti per la funzione U definita dalle equazioni (10) o (16).

Ulteriori sviluppi perd sarebbero necessari su questo punto, e di essi
mi occuperd in altra occasione, mostrando allora in particolare come malgrado
la presenza della funzione U e delle sue derivate in 4, possano queste osser-
vazioni essere utili anche in casi nei quali U non é conosciuta.

9. Un’ altra trasformazione, che comprende come casi particolari alcune
comunemente usate, & quella per la quale alla funzione U che comparisce
nella equazione data se ne sostituisce un’altra z legata ad U dalla formola

(33) W =y (zlyrvs))-
Indicando infatti per abbreviare con p,q,7,s, ¢ le solite derivate par-
ziali di z e calcolando %g ) %I ».. colla regola di derivazione delle funzioni

composte, hasta sostituire nella equazione data (10) o (16), p. es. nella (10),
i valori che cosi si trovano, per ridurre la equazione stessa all altra:

(34) Ar - 2Bs + Ct 4 2H(rt — s*) +- L =0,

dove:
3/ “‘+2h‘<3f+ J\z +;z/: )%Sé
| 32
Bngl—Z (,x§/+w;<~ —l—;x';,q—k it );:—f
%c1—|-2h<m2+ w[;’ + fp )Ebf
He 5, (;Z) j ,
(35) Lo g2 (“yfzzf (b;g))gz’ S S
=i ()2 /Dcz 3)y<z i3 szy 3_!)2‘7)9—'_%0 3”2 i
+ 2 (S i — () o 2 32§~+ g+
+2hl(§yf ;;x/:'z :$€y32/;8)§])+23 bxb”+ l‘;<3+
el (M{: 3y§z ‘x,;yvzl;z)g +a‘)x2 ey Dy+ 1bfj+

b (L2 (L)) o

indicando con @, by, ¢y, k1, l, ¢id che divengono @, b, ¢, h, [ quando

A0 W0 i : :
invece di U, vag g vi si pongono i loro valori ottenuti dalla (33);
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, e pud darsi evidentemente che la nuova equazione presenti nei suoi coeffi-
‘ cienti certe particolaritd che giovino per 1’ applicazione delle formole dei
paragrati precedenti.
10. Supponendo in particolare che la (33) abbia la forma U = f(s),
¢ evidente che la equazione trasformata della (10) diviene:

(a4 20 /7 ¢®) 7+ 2(bs — 20 " pg) s+ (e + 2R [ p°)
—+ 2k fi(rt—s3){ [+ L=0
con:
L=f"(mp*+2hpg+e¢’)+h;
e quindi la forma (22) che viene a figurare nel valore (21) di H corrispon-
dente a questa equazione in & sard:

r ! ]L ;P I’ !
bl — a4 i pre s XL pr o doir— g — s —
() ) b T R f)) .

z VY, 51’9‘!‘201(/’ fz)‘i“hlf e =70 7
ed & notevole che in questa i coefficienti @,, &,, ¢; spariscono quando sia
[ = /["z, cio¢ quando si prenda U=wa2>- B con « e @ costanti.
11. Supponendo invece U=41-}2, con 4 funzione determinata (ma da

prendersi a piacere) di z e y, si vede subito dalle (35) che la equazione
trasformata della (10) diviene:

K (36) (a\{—Zhl ) r+-z(bl 20
+2h,(rt—s?) 4 a‘\—x* -+ 26

%+@+%~>+

% % A \?
\x Wy S ‘ W + (Dx W (D:c Dy) )+
+11_——0,

e la forma (27) corrispondente a questa equazione sard:
2 8,
(a14-zm b TR VR )p +-z(m 2hl‘xby s
+(m+zm 2+hm+z‘m)

e potrd anche scriversi:

(37) (a1+h1 o =7 zl " + 2? /LI) 2_{__2([)1
| 2U BZ
| —’h)—ﬂ—y wy)PH— (cx—f—hl' —I-/hwg-l- ) 25

e se anche senza conoscere 1’ integrale U della (10) sapremo che nel campo C
esso si mantiene finito e continuo insieme alle sue derivate prime e seconde,
e queste non superano in valore assoluto un certo numero, allora supponendo

senz’ altro b, = 1, e indicando con ¢, &, ¢ numeri maggiori dei valori as-

U AU
soluti di a+ 5 c—}—z—xz, ¢ evidente che se prenderemo

%
D.c Dy

32’ D:c)y
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A=X-Y con X e Y funzioni di z e y soltanto respettivamente, bastera
che sia ad es.:
Lo gy c+b

X'=7+45, Y=a+5b, o X=”+ @,
per essere certi che i ‘coefficienti di p* e ¢? nella (37) saranno positivi e
maggiori di b, o quindi il determinante della forma stessa (37) sard positivo;
talche col fare la trasformazione:

U=4(c+b) e + 4 (a+8) "+,

cona,B,c determinati nel modo indicato, la forma (27) corrispondente
alla equazione trasformata in z verrd ridotta a determinante positivo, il che

mi pare abbastanza notevole.
12. Pel solito perd questa trasformazione U = l—|—<, si apphca alle

_a—|—-b1/2,

equazioni di forma (16) per le quali cioé /= 2 d\_x +2¢ V—[— gU—gqo,

e quando in essa i coefficienti @, &, ¢ ... contengono soltanto z e y e quindi

non mutano colla trasformazione. In questo caso la quantitdy /, trasformata

di / e: ) 3
ZI:ng—x—i—203—y+gl~go+2<lp—i—269—i—gz.

e prendendo 2 in modo che si abbia:

D?l B‘ll Dll 321 DQ}\ 321 2
o (i A N (B o
a2 e 2z( T

At T Y Y

202 4202 +qz—go,
ciod supponendo che 4 sia un mteglale particolare dell’ equazione data
stessa (16), 1’ equazione trasformata in & diverra :

(a+2h—)r—}-2(1)——9h\ \J)s—{—(
—{—2h(rl—s2)+2dp—|—2er[—]—gz—-0,

ciod sardh della stessa forma della (16) ma mancherd del termine noto go;
talchd nel fare le applicazioni dei teoremi del § 6 non avremo da conside-
rare il termine g,U, e quindi tutte le condizioni si ridurranno piu semplici.
E cosl nel caso particolare di =0, cioé delle equazioni della forma:
(38) a—+ Dx3/+ 2—|—2[——{—2€ —{—gU—go,
i coefficienti- delle quali contengano soltanto e y, si 11t10va il teorema dei
signori Bianchi e Picard sulla unicith degli integrali (regolari) che prendono
valori dati al contorno di C quando @e —4°>0; e le limitazioni che si
hanno pel campo C sono quelle che vengono dalle considerazioni del § 5 o
del § 8.

Pid generalmente poi, qualunque siano i coefficienti della cquazione
data (10) o (16), se si vorrd che un suo integrale sia regolare in C e abbia

22+
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sul contorno valori dati, allora si pud dire che quando con un processo qual-
siasi si riesca a trovare una funzione 4 pure regolare in C che sul contorno
abbia appunto quei valori, se avverrd che col porre U =4 -}~ s la equazione
trasformata in s (36) soddisfi alle condizioni del § 6, la stessa funziome A
sard 1'integrale richiesto, il quale percid sard unico.

13. Risultati notevoli si hanno puve se si considera la trasformazione
U=2A-us, con 4 e w funzioni delle sole & e y; poiché nel caso ad es.
della equazione (38) se prenderemo per 4 un integrale particolare della equa-
zione stessa (38) e per w un integrale dell altra che si ottiene da questa
col sopprimervi il 2° membro, la equazione trasformata in ¢ mancherd del
termine in & e di quello indipendente da z.

Piu generalmente poi si potrebbe considerare la trasformazione U=f(z,.3)
dove f(z,y,4) rispetto a 2 & una funzione razionale intera di grado qual-
siasi n; e determinandone opportunamente i coefficienti come funzioni
di & e y si potrebbe far si che la equazione trasformata venisse ad avere
proprietd speciali. Cosi ad es. prendendo per f(z,y,2) una funzione di 2°
grado 4 - @z - 3* con A, u,» funzioni di « e y da determinarsi, allora
sotto certe condizioni rispetto ai coefficienti @, b, ¢ ..., nella equazione tra-
sformata in s della (38) si faranno sparire anche i termini in p e ¢, e
questa si presenterd sotto la forma:

(ar + 2bs - et) (w + 2v2) - 2(ap® + 2bug +cq) v = 0;
e nel valore (21) di H applicato a questa equazione, la forma (22) diverra la
seguente :

H = w(ap® + 2bpg + cg®).

Perd & da notare che con queste trasformazioni, pure essendo regolare
entro C la funzione U, potrd non esserlo la corrispondente funzione z; e
quindi il giungere a concludere che non esistono funzioni regolari 2 di « ey
entro C che siano integrali delle equazioni trasformate non permetterd, senza
altre considerazioni, di trarre la stessa conclusione per la funzione U.

14. In generale poi & da notare che quando in una equazione a deri-
vate parziali di qualsiasi ordine in U si fa la trasformazione U= f(z, ¥ ,?),
si pud come nei casi precedenti dare avanti la funzione / e proporsi la de-
terminazione di z in funzione di # e y in modo da soddisfare alla equazione
trasformata, come si pud invece, dandosi anticipatamente questa funzione
4(x ,y), proporsi di determinare la funzione f, di tre variabili #,y , 2 consi-
derate come indipendenti, in modo da soddisfare la equazione trasformata
stessa riguardata come una equazione a derivate parziali in /. Nel primo caso
essendo allora data f come funzione dei punti dello spazio, il problema viene
ad equivalere a quello di cercare su quale superficie s = 2(z, 7) la funzione
data dei punti dello spazio f(z,y,%) diventa una funzione che ha le par-
ticolarita stabilite dalla equazione che si considera; nel secondo caso invece
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si cerca la funzione / dei punti dello spazio che su una superficie data
2=z (v,y) hale particolarith che vengono dalla equazione stessa.

Invece poi di trasformazioni che fanno di enderela funzione U da un’'altra 2,
si potrebbero fare cambiamenti delle variabili indipendenti # e y in altre
% e v; ma noi non ci fermeremo su questi.

15. Aggiungiamo che i risultati ottenuti finora vengono a riferirsi piu
specialmente a equazioni (10) o (16) per le quali ac— 6*>0; ma per la
presenza di / e go nelle formole (18) o (19) che danno i valori di H, e
per le considerazioni generali del § 5, si comprende che potranno talvolta
estendersi anche a casi nei quali questa condizione di ac — 6*> 0 in tutto C
non sia soddisfatta.

Cosi ad es. quando questo avvenga, ma / abbia la forma:

1 2*0 R\ (AU\ | 2 22U 2k \2U U
=g (e a5+ U0 (o) + 5P h5ay — g e oy +

mc)/ Mﬂy QT Y

) 20 7

+3(r 4+ 435+ U2 () +
AW 0

¢ evidente che la forma di 2° grado (22) in = W che si ha nella espres-

sione (21) di H, si ridurrd alla seguente:

@—a) () +20—p 3 2+ C—n(3,)

2% Y
e il suo determinante (¢ — e) (¢ — y) — (b — B)?, a seconda dei valori che
avranno «, @,y potrd non essere mai negativo nel campo C, e i teoremi
precedenti potranno esseve applicabili.

16. Tutti questi risultati suppongono [l’esistenza di integrali della equa-
zione data (10) o (16) che siano regolare in tutto il campo C (il contorno
incluso) o nella porzione di questo campo che si considera; e come & noto i
problemi relativi all esistenza degli integrali medesimi in generale presen-
tano gravi difficoltd, e sono risoluti soltanto per casi speciali.

B poi da notare (sempre sotto questa restrizione relativa alla esistenza
della funzione integrale U regolare entro C) che i teoremi relativi alla uni-
cita dell’ integrale stesso si estendono anche a numerosi altri casi nei quali
si hanno altre condizioni al contorno diverse da quella di essere dati i va-
lori di U sul contorno stesso.

Se si osserva infatti che nella formola (15) sotto 1'integrale del se-
condo membro figura il prodotto LU, si vede subito che per la validita dei
teoremi che abbiamo dato sull’ essere zero U in tutto C, non importa che
sul contorno sia zero U, ma basta che lo sia il prodotto LU ; e quindi, sempre
« sotto le condizioni dei § 6 e seg. essi varranno anche quando si sappia
« che sul contorno stesso & zero L e non si sappia nulla di U, o quando
« si sappia che su una parte del contorno & zero U e sull’ altra parte @
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«zero L; e in corrispondenza si avranno altri teoremi sulla unicita della
« funzione integrale delle equazioni (20) quando siano date altre condizioni
« speciali al contorno ».

E cosi supponendo ad es. che si tratti delle equazioni della forma (16)

nel qual caso secondo le formole del § 3 si ha L—L—l—-dU + U

D) 2
dove L & dato dalla (13), basta osservare che L 1) _y__“bx

=— . = per
Ry WP s

vedere subito che L pud porsi sotto la forma:

=  Waw U zgy) AU
Lics aﬁx\p-i_ (\y \p+b.2‘)p At Wy\])—i_

2200 22U 0 22U 0 | U0
+h[(3y 2w )J>3p+(_bxby )x+\z’ \/)Np =
(U )U\h% (lz DU e Ty )_

10 Dx_'_)g/ 2m — 2d )p—{—

3z W w
b e : A
+( w Ty 29)?})%’

U

.4A

:
s

2
nella quale il fattore che moltiplica %~ pud anche scriversi (35) % gé

W
plYj : S : : ;
quando 35 ton sia zero; e di qui si scorge subito come si potrebbero in-
¢

dicare varl casi notevoli nei quali a seconda dei dati relativi al contorno
si avrd L =0 su tutto o parte del contorno stesso.

In particolare ponendoci mnel caso delle equazioni di tipo ellittico
a=—c¢=1, b= h =0 considerate dai signori Bianchi e Picard, siccome
si avra:

e pud sempre prenders1 (8§ 8) m:—d, n=——e, si potrd senz’altro
concludere che 1'integrale delle equazioni della forma:

0 |, »*T
7 Mg matia +2 -i—gU—go

« & completamente determinato almeno in campi speciali quando su una
« parte del contorno & data la funzione U, e sull altra parte & data la de-

7.

« rivata rispetto alla normale gU
/

17. Passiamo ora a dare altre applicazioni delle formole (2) e (3).
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Supponiamo percid nella (2) U,=U, V,=V, y=y,=d=4,=0,
avremo la formola:

y AWV 20 2V AUV AWV U
(39)”[ D_Dx_{_ﬂ W W +‘8Wy M:+ W Wy Vg RYs +

+ () 2 +ﬁl°’U+(M+°"“) + (35 + 52)2M oo dy=

W@ Y Y
20
j ,:( »T 31)) 2 ( P w A Bp) BJ:IVd
e facendovi, una volta g, =«, a, =ﬂ, e un'altra g, =, @, =—g8, col-
' 4 DORNS SRy T0E ;
I'osservare che S 35" 3p D? si ottengono le altre:

20 DV AUV AWV 20V
(&0) ﬂ[ ww ‘!/Dy)_i—ﬂ(wnx-{")xoy)"l‘

2w \y+(—+)§>w+( Wz/)hygjld Bl
B a2 v e,

UL B2

e ER I e

talcheé se si fara nella prima di queste « =1, 8 = 0, U = 0, e nella seconda
a=0,f=1,e =1, =0 avremo le formole note:

12+ orofam— e
) f] (TN s, [,

//"ngbV U BV)+VJ”U§dde=—fV

W Dy Y

+ViesU 425

delle quali la prima & caso particolare dell'ultima, perchd si ha da questa facen-
dovi V=T. E in tutte queste il #*U rappresenta al solito la somma delle

DU
Dz—l—

Se nella (2), pure facendovi U,=T, V, =1V, avessimo lasciate inde-
terminate y, y,, 0 e ), avremmo avuto altre formole piu generali che qui non
stiamo a scrivere, ma che possono esse pure giovare in casi particolari.
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18. Risultati pitt importanti si hanno dalle applicazioni della formola (83).
Facendovi U, =T, V,=V, a,=4, d=4J, =0, e aggiungendo ai
due membri di essa quelli dell'altra:

A B ) ome )e

+2U(y—+yly :ld?,(lj —-—ofUV( ,%)ds,

che si ha dalla (1) cambiandovi X, Y in 2y UV e 2y, UV, basterd prendere y
e 71 determinati dalle formole:

Seilia
B e e SRR, - ke A
W WY Wy

per ottenere subito la formola seguente:

(43) //I:Vg 2+ mw+’d‘ 2—|—2d —I—Ze%l—i—

AT BV e SR N

Ll o
+( +)x’+ ijy—}—229‘—23—‘(;—2“)V§:|dxdy=—1 goVdxdy —
ST +e B E o)+ E+a 22— o)y

=3+ 2 ]

Cambiamo ora in questa «, 8, 8, respettivamente in a—}—hw2 ;

b—h L ¢+ h o e osserviamo che allova fra i termini che moltipli-

cano U sotto I'integrale doppio nel primo membro, come fra quelli sotto 1’ inte-
grale semplice del secondo membro, vengono a figurarne alcuni che conten-
gono % e le sue derivate; e indicando con P, I'insieme di quelli del primo
membro e con Q, 1'insieme di quelli del secondo, con facili caleoli si trova:

2 2 2
i R s O L),
(44) P, — y .5 G Woni )y Al W)

u? Y RV}
_20N T, RGY) ¥T_ | 2 () 2
R R Az g dx Y Rz
(2 (0
g _ (- 2(rY) U 2y (1 2(AV) U (Dx
(35) S g e e e ?U D iy W ; P

P s e e O
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Si otterrd la formola seguente :

0 J [ e (- () +

+ 2020 4 2 +gU—go§ o S+ ol
+2(—+——d)§7‘f L
+H(ot it Tt —2 2 2 Xy p sy +

+ﬂgowxdy=—f[ a)—p+b$)(v§—g—ug;7)+

el On s
+(bb_zo+”bp)(vvy o I e T
b
{222 o
che vale qualunque siano U e V purché regolari entro C; e se in questa si
fanno ¢ =b=c¢=d=¢=g =g, =0 si trova 1 altra, che vale essa pure
qualunque siano U e V:

YU (20 0 &
@ 2hV()x = ()xby>)dxdy— UPwdady=— [ Qudardy,

mediante la quale sottraendo si fanno sparire dalla precedente i termini
che contengono P, e Q., e si giunge allora a un’altra formola, che del
resto si sarebbe potuta ottenere anche dalla precedente considerandola prima
nel caso di #=0, e poi aggiungendo e togliendo sotto 1’ integrale doppio

°U *U 2’0 |\
il termine 24V (\z’* % (Bxby ) ) 5

E cosi evidentemente applicando questa formola al caso degli integrali U
delle equazioni della forma (16), cioé:

10 0 U 22U \?
bxby D Y Al (bx’ Wt (thy) )+
+2d—q-{—2eﬂj—i— =
Az W 95 = o

e ponendo per semplicita di scrittura:

(48) d—g + 26

1T 0 20
il F(U)_“ + b:cw"'"cw; eatgnde s U
2V 0 ) WV
(50) G(V)_.a _|.. ¢ 2(ﬂ_|_w_d) SiE

Wx )y \J? REA

AV

¢ oC —D?C Dd _?_e
+2(3+2— )W+(W+ Ll oM g2y

Y W

Wxﬁ/
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con che la equazione stessa (48) viene a seriversi:

U U 1 \?

F(U)+ 2h<)x°‘ T (W) ) =G0
e la equazione G(V) =10 corrisponde precisamente a quella che dicesi egua-
sione aggiunta della F(U)= 0, si pud ora affermare che « se U & un inte-
« grale della equazione (48) che sia regolare in tutto un campo C (il con-
« torno incluso) nel quale sono pure regolari i coefficienti della equazione
« stessa che ora supporremo funzioni di # e y soltanto, avremo la formola
« seguente:

(51) - // gUG(V)—gO V; de dy —|—j} Prdoidys—

(2402 (v 0 20) 4 (s22 4 20) (T 2T)

_f[:(a?p+bbj))(vhx—Umc)_f—(bhp_{—c\p Y RV +
i M_W)?_x : _3_1/__)\1/ v ]d
+2(2d—bx 2, ?p+(26 2w ag)apf 0T T |

« nella quale P, e Q, sono dati dalle (44) e (45), e avremo pure 1'altra:

2 2T U \*
(o‘>)ﬂ§UG(V>—go dady+2 [f v (3050 (V) dody =

W )U )V) AT \g/)' 20 DV)

L g 107 2 valeey (L)
J[( e ) il e e =l

{ _da__ )b) R )c) YA V] o

+( 2 R A, p+ 2 2z by} ’
« che si ottiene anche sommando la precedente (51) colla (47) »; o queste
varranno qualunque sia la funzione V, purchd regolare anch’essa entro C,
quando U sia, come abbiamo - detto, un integrale della equazione (48) rego-
lare esso pure entro C (il contorno incluso), e G(V) sia definito dalla (50).

2

In queste formole poi a 2—]7 e ¥ nei secondi membri potremo sosti-

] L) k. ¢ !
tuire —% e { , per modo che la (52) ad es. potrd scriversi:

(53)1} 3UG(V)—gOV§dxdy+2L/]‘hV(ﬂD—QI—I—( 240 )2>d:cdg/=

Wt y? prARY}

=f[(—ady—|—bd:c)(V——UM)—{-(—bdy—}—cdx)(VE—U )+
(ka2 Byuor].

1 differenziali dz e dy nel secondo membro essendo presi lungo il contorno s
di C.
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