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Meccanica. — Sulle vibrasioni dei corpi elastici. Nota di
0. TeponE, presentata dal Corrispondente VOLTERRA.

1. Abbiamo mostrato, in una Nota (!) presentata, centemporaneamente
alla presente, a codesta R. Accademia, come si pud pervenire alla integrazione
delle equazioni del moto vibratorio per un corpo elastico isotropo. Nelle for-
mole che abbiamo stabilito, i valori di %.»,w, nel punto (2,,y1,41,4)
dello spazio lineare (z,y,%,?), sono determinati in funzione dei valori che
w.v.w e le derivate di u,v,w, rapporto ad @,y ,3,¢, prendono su due
determinate porzioni di una varietd = a tre dimensioni dello stesso spazio
(z,y,2,t) ed in queste formole le derivate, rispetto ad x,y,z, com-
paiono aggruppate nelle espressioni di 6 ,®,x,0. Mostreremo ora come
si possono stabilire delle altre formole in cui le derivate di#,v,w rap-
porto ad z,y ,& compaiono raggruppate come nelle componenti delle ten-
sioni.

9. Seriviamo percid le nostre equazioni nella forma seguente:

N1 Y4 V! P74
o sSRLLR B LS Ly N
\ = Lz Yy %
v |, AUa ?/23 ey -
(1) TR s
A A oL Y D2
/ T;”' ?/11+?/‘;+7\/“_7
W T w Tyt w
con
) U o U Y
— tn=(b"—24)8 20> — , fig =t ( B )
—the=("—20%)0 20" -
(2)

—/h:‘/,'—'zf/“)HA‘:_)/}: ‘

Se indichiamo ancora con S, una porzione dello spazio lineare (z,y,z,1)
limitata da una varieth 3 a tre dimensioni soggetta alle solite condizioni
generali, con ', o', »' un sistema di tre funzioni regolari in S, come u,v,w ,
distinguiamo con un accento le quantita che dipendono da ', 2", ', ed in-

(*) Sulla integrazione delle equazioni della elasticita.
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dichiamo con 7 la direzione positiva della normale a = diretta verso 1'in-
terno di S, possiamo facilmente stabilire la formola fondamentale seguente :
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Notiamo ancora che se ¢ (¢, 2,y , 2) indica un integrale particolare del-
1'equazione
(5) i T e A
e poniamo: I
o= g[b(t,—O), 21—z, yr—y, 2v—=z], @ =g[a(tr—1), 21— &, y0 —y,51—=5],
dove (¢, 1,91 ,4) sono le coordinate di un punto fisso del nostro spazio a
quattro dimensioni, saranno:
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quattro sistemi di integrali particolari delle equazioni (1) quando si ponga
X=Y=7Z=0.
3. Prenderemo per ¢ la funzione

t‘l ———
7) ——— /o 2| g
( o Va4 y* 4 & 4 ’

sicché risulti:

b* (t,—t)?
(1‘1=M+7'» P =

”»

2 “‘ = = ey

ed applicheremo la formola (3), dapprima, al sistema di funzioni »,v,w,
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al sistema #,, v, , ), corrispondente alla funzione ¢ data dalla (7), ed allo
spazio §'y, limitato dalla varietd conica C
a(t,—1t)

7

(S) —1=0,

dalla varietd cilindrica ¢
9) r=—7
e dalla porzione I', di una varietd = a tre dimensioni soggetta alla condi-
zione di essere incontrata in un solo punto da ogni parallela all asse 7 e di
non essere toccata dalla parallela a quest’ asse condotta pel punto (2, ,y,,32,,%).
Supporremo inoltre che in S’ sia sempre # >>¢ e chiameremo I;, 3} le
porzioni di C e ¢ che insieme a =% limitano completamente S, .

Prima di passare a tirare le nostre conseguenze dalla formola (3) osser-
veremo che, corrispondentemente alle funzioni:

\zzl = |:l —}‘:mvrmg]d.—?‘rl- (2 ——l: 2 “‘?” :|J_’/l )

b2 (H — ©)®
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(10)

si ha, su di una varietd di rotazione intorno alla parallela all' asse ¢ condotta
pel punto (2,71, 41, 7), come & il caso appunto delle varietd C e ¢:
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La (3) nel nostro caso si scriverd intanto
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e per le (11)

s, dit 4(1‘3//x|' v (b —0)? opZ— [ dr _t—tdt
e dtdn 7 dn _1— i a4 r a7 an T

per essere
dr 1 dt b

dn Y1402 dn 1+
Similmente si troverebbe:
Mt 28 O i B
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sicche ne viene che 1'insieme degli integrali estesi a 3, che compaiono in (12)
si riduce a zero identicamente.

o i ! ’ ol !
L’ insieme degli integrali estesi a 3}, osservando che su ¢ & =0},
2 2 dn
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Facendo impiccolire ¢ indefinitamente si trova subito :

hmJ f [b ("—’)+ :ld-,,':_mz;f(xl—z Y0(21, 91,51 1) dt

: dz | dy )d..,, ol
( 1:2}) ((u(lr—*— i O It
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Per trovare il limite degli altri due integrali cominciamo col dire che
noi supponiamo #,v ,w funzioni finite e continue insieme alle derivate par-
ziali del primo e del secondo ordine rispetto a tutte le variabili Gl @ ot
anche nella porzione del nostro spazio a quattro dimensioni limitato da ¢, 3
e ¢ in cui e verificata la condizione » =< &. In questa ipotesi, indicando sem-
plicemente con « i valori che questa funzione acquista su 3}’ si potrd scrivere

u=u(21,Y1,4,%)
+ 5 |:)ZL(J/‘1V?/1V~'71.” da, + Dzz(.vl,g/l,sl.t) ﬂ + \u(xlvl/l 3n,t) d*] + At

Yo, dr W ar 2%

A essendo una quantitd finita. In virtd della formola testd scritta si avrd:

riudz ( —f) > 1T
c/7 dz LR T |y

-l)
02(11—1)2 da )11(&1.‘/1,41.[)(1& u(2ny1ndnt) dy | du(@nYhent) di
f [ ] f e e e, WD S oss Lo
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essendo @ la superficie di una sfera a tre dimensioni di raggio uno e f il
valore di ¢ che corrisponde alla intersezione di = con la parallela all'asse ¢

condotta pel punto (2.7, % ,4). Quindi, poiche:

“'m . "y - i / dy o _ \ “dy ds " Tdsda W,
——'k — =t —_ ,—1 — S == = Lo A=
dr dr dr cdr d/ dr & dr dr"” !
0 J,Z‘): < ¥ llﬂy ) (/‘)o 4
‘ ((/[‘ do = \ ((//. do = ‘ (‘(1/. dw = 3
risulta subito
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Se applichiamo questi ragionamenti a ciascuna delle parti che compon-
gono i due integrali che compariscono in (13) e di cui cerchiamo i limiti,
si trovano facilmente le due formole :

-—-/ )26(2,,7 Ajl.t)(ll

dy dz e 8h?
! )‘/:i =S \ (/1‘1)23("«l‘//1~~1 t)dt .

Riunendo questi risultati possiamo dunque concludere che 1'insieme
degli integrali estesi a =}’, quando ¢ =0, si riduce a

~1
1

(16) bt \ (b —2)20(zy, 91,5 ,8) dt

r
per cui, se indichiamo con S, e 25 cid che diventano S's» e 3 quando ¢ = 0,
potremo scrivere la formola

(17) 4nb?* ‘ (th—0)*60(z1, 91, 5,1) dt = — ‘ (Xouy + Yor+Zw, ) dSsp
i iy
u dt w di 2w dt
_f 17 D/,/-),,,Jr(\x-{- 2 ) +(N+ — )wl‘,z-,

£E=0

' ( Wy dit 0, dt Qw, dt
+11mf'(L, wlf/,a) +(\1 vz]// )+(\I+ D“;ndl)w:az,,.

b
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I facile vedere che 11 limite dell' ultimo integrale, in questa formola, & finito.
Se indichiamo, infatti, con wo,v,,w, 1 valori di #,v,w nel punto
(@1, 91,8, %) o facciamo nelle formole precedenti:

W= "YUy, V=—"sy W=Wo,
troviamo

. ( lz_cld_t) o duidt ( A, dt) )
i (((L"{- A dn. ”°+(M‘+ =) o\ I =0
'y

per cui

( )vzlt / ’_Dg._d_l) QW) dt\, e
hm( 4 + +( : i dn + s T VW dn R

£=0 A d/L
( duydit Dvldt) dw,dit Lol
fe c tdn (o) M A dn (o—vo)+- At dn ) 2 wO)\d b
p

o l'ultimo integrale & certamente proprio.
4. Andiamo ora a stabilire delle formole analoghe alla (17) per le
espressioni :

iy A (R, v_u_vw) 1(1}_14)
( _Z(M %) *Ta\T %) T2\ W)

Applicheremo percid la formola (3) al sistema di funzioni #,v,w, al si-
stema di funzioni s , v, ws, corrispondenti alla funzione ¢ data dalla (7),
ed allo spazio S';, limitato dalla varieta conica C'

a(t,—1t)
r

(19) —1=0,

dalla varietd cilindrica ¢ e dalla parte 3', della stessa varleta di prima
e chiameremo 37,37 le parti di C' e di ¢ che insieme a =', determinano il
contorno completo di Sy, .

In questo caso abbiamo:

(20) =0, vz_—l:l—az _1)]—“. wwl: a —t)]e/—/l

e corrispondentemente su C' e ¢
g T =10/, M?:a?‘i"f [——-{- ”]
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Li)l 7 /3
La (3), in queste ipotesi, si scriverd
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Ora su 3, 8 v3—=ws =0, Li=0

We dt P —z3,dr at (/1 —1)? 2 ~,)u,—/) L—tdr dt7]
Myt Nddn [_1+ Y r dn u’/z]_

= o, dt
‘\;—’f-Td——O

quindi 1'insieme degli integrali estesi a 2 che compaiono in (22), & identi-
camente nullo.
L'insieme degli integrali estesi a =, invece, ricordando che su 3
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t ir o
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Ora, ripetendo delle considerazioni gia fatte, si trova facilmente:

= r
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mentre & identicamente

d
”’dZ*’““d =

sicche, per & = 0, 1 espressione (23) si riduce a

t‘
8 mat (tl’—t)zw(xl:?/lvslsl)'

to

Se dunque indichiamo con S,,, =, cid che diventano S'y,,3’, quando
¢ tende a zero potremo scrivere la formola

(24) 8w a ((zl—/) @ (21, 91,81, 0) At =— ( Yo, -+ Zw;) dSsq

bS!(l

2 dn

_f W dt 2+(N G Qw (lt) szl-a
A d

Wy dit dws dit y
—}-hm“Lﬂ(—l—(‘VIz );d)v—]—(Nz —;l—?g)—l)wgdfa.

Za

Come prima si vede facilmente che 1'ultimo integrale ¢ finito.

Le altre formole, relative a x e o che si potrebbero stabilire diretta-
mente partendo dagli altri due sistemi di funzioni ws, Vs, ws; %, Vs, W4
corrispondenti alla funzione ¢ data dalla (7) si otterranno dalla (24), facil-
mente, con lo scambio circolare delle quantita X,Y,Z;u,v,w e col mu-
tare 1'indice 2 successivamente negli indici 3 e 4.

5. Derivando una volta, le formole (17), ("4) e le analoghe in yx e g, ri-
spetto a 7, e indicando con 8 w4* T, 87a* P, 87a*Q, 8 ma* R 1 secondi
membri delle formole che cosi risultano, si pud scrivere:

[

ll
b? ((t1 — 0@, ,8,0)dt=T

MLy ty
(26)) 48 ‘ (t—0) @(@rgpind) At =P , 2a; | (h—0) x(wrgriint) &= Q,
to

(%

Il
2a® ((tl —Deo(zryth,5,0)dt=R
“ito

Da queste formole, operando come nella Nota citata in prineipio, si de-
terminano facilmente i valori di «, v ,w nel punto (z,, %1, % ,¢) nel modo

voluto.




