ATTI

DELLA

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCXCIV
1897

SERIE QUINTA

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME VI

1° SEMESTRE

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEL

PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIOCCI

1897




— 240 —

La sua lunghezza totale & di 71 mm., 1'ano sta a ¢. 29 mm. dall' apice
dol muso, 1' estremitd anteriore della pinna dorsale a c. 25 mm. dall’apice
del muso.

Estromity anteriore

olla
B2 piuna dorsalo

Leptocephalus brevirostris catturato dal dott, Silvestri (ingrandito coms il precedente),

La testa e la punta della coda hanno gia acquistato spiccatamente i noty
caratteri definitivi dell' anguilla.

La dentatura larvale & totalmente caduta, mentre quella definitiva sembra
ancora del tutto assente.

Manca qualunque traccia di pigmento.

Non ci estendiamo in ulteriori particolari, riservandoli al lavoro in esteso.

Matematica. — Sulle superficie immerse in un S,, le cui trise-
canti costituiscono complessi di 1° ordine. Nota del dott. E. ASCIONE,
presentata dal Socio CREMONA.

In un'altra Nota (!) ho dimostrato che tre sole superficie possono or-
dinatamente essere superficie focali o singolari di complessi di 1° ordine di
rette di un S, trisecanti ciascuna di esse. Di queste tre superficie una &
la F* del Veronese, il cui studio & notissimo. Un'altra & una F,*, la quale,

(%) Ascione, Sul complesso di 1° ordine delle trisecanti di una superficie immersa
in un Sq. Questi Rend., vol. VI, 1° sem., serie 5% fase, 50,
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come accennai, era anche nota: ma per ben chiarire questo concetto mi
limiterd a fare su di essa brevi, ma opportune osservazioni. Della terza
superficie F'»* mi occuperd poi a preferenza nella presente Nota, caratteriz-
zando cosi completamente le tre superficie focali suddette.

1. Consideriamo dapprima la superficie F,*.

La Fo' ¢ una superficie del 4° ordine non rigata, a sesioni spa-
siali razionali, che ammette ® trisecanti tali che per un punto arbitrario
dello S¢ ne passa una sola, e per un punto di essa ne passa un [ascio di
raggi.

Essa ¢ dunque una superficie accennata dal prof. Del Pezzo (1) ed & pr
iettata da un punto O dello S, sul nostro spazio in una superficie romana di
Steiner.

2. B noto pure (%) che la F* di un 8, si pud considerare come sezione
prodotta dallo S, in una varietd M,* (cioé del 4° ordine e a tre dimensioni)
di un S, rappresentabile sul nostro spazio S col sistema delle quadriche
passanti per 4 punti fissi.

Sicche se da un punto O della M,* proiettiamo la M,* stessa sullo Se,
avremo una varietd V,® a tre dimensioni e del 3° ordine, la quale conterra
la Fo* sezione di Ms* con lo S,. Ed & chiaro che questa Vs® pud rappre-
sentarsi sopra il nostro spazio S in modo che le sue sezioni spaziali corri-
spondono alle quadriche di un sistema oo*, avente per base 5 punti fissi.
E la F.* si troverd appunto su questa V,®. Ma una tale Va® & appunto la
notevole varietd cubica del Segre, dotata di 10 punti doppi (). Dunque:
La superficie Fo* appartiene ad una varieti cubica con 10 punti doppi.

3. Ora una superficie Fy* del 4° ordine, che appartiene ad una V,? con
10 punti doppi e che possegga come trisecanti un sistema di rette della
varietd, potrd avere per corrispondente, in uno spazio ordinario S, un piano o,
nella rappresentazione della V,® mediante il sistema di quadriche passante
per 5 punti fissi. Dunque lo studio ulteriore della Fu¢ pud farsi per questa
via, anzi ¢ stato da me gid fatto in gran parte in altro mio lavoro ).

Cid basta a caratterizzare la superficie F,t.

4. Passiamo ora alla F.

Abbiamo gid trovato (5) che: /la F. una superficie di un S, a
sezioni spagiali di genere 1, che ammelle o trisecanti. Per un punto ar-

20, Sulle superficie dell'n."° ordine immerse nello spazio di n dimensioni.
Mat. lermo, t. I, f: 4, 1887.

Nota citata, § X, n. 53.
Sopra alcune involuzioni dello spazio. Rend. della R. Acc

Nota

delle scienze fis. ¢ mat. di Napoli, fasc. 1°, 1896.
edi la min Nota testt citata: Sopra aloune involuzioni dello spasio.
ata « Sul complesso di 1° ordine delle trisecanti di una su-

Cfr. la mia Nota

perficie immersa in un Sq».




— 242 —
bitrario dello spasio S, ne passa una sola ¢ per un punto della Fs® passa
un cono quadrico di Taggl trisecanti la superficte.
Tnoltre la F pﬂs.\‘lwit‘ 5 piant che la segano secondo cubiche.
5. Uno spazio Ss, passante per un punto O dello S, sega la Fef in
una 7, di genere 1 che ha 5 corde passanti per 0. Quindi: la proiesione
della B fatta da un puito 0 dello Sy sul nostro spasio S ¢ wuna Super-

ficie Caporali M-

6. In uno spazio Ss esiste una superficie @s
tale che per una retta qualunque di esso che non incontri 1
piano trisecante la @2° (*)-
i deduce che se proiettiamo da un
io S,, appartenente allo S;

5 jmmersa in questo spazio,
a superficie passa

un solo
Da cid si
la @, su di uno s
ficie di 5° ordine che s
Dunque: la y® pud
nota @, immersa nello Ss,
Si noti pure che proiettando la F

punto O arbitravio dello Sy
. ayremo nello §; una super-
2 appunto del tipo della F.® che stiamo considerando.
oltenersi proiettando 1 di un S, la superficie
da un punto O fuori di essa.

da un suo punto P sul
¢, a conica doppia.
direttamente, 0 mediante la @<

n08tro

io si ha una superficie del 4° ordine
(osi lo studio della Fy® potrd farsi o
dello S; o anche mediante la g,

7. Prima perd di andare pilt innanzi oss
considerate mon sono casi particolari della superficie F
avendo comune con essa la proprietd di ammettere oo® trisecanti ch
tuiscono un complesso di 1° ordine, poiché esse non ammettono,
la F.%, la genesi proiettiva di essere generabili mediante refi proiettive di
spazi, genesi che veramente caratteriza una superficie Veronese (®)-

Per dimostrare cio riprendiamo a considerare la superficie Fe® generata
da quattro reti [a], [2], [c] e [d] proiettive di spazi.

Le reti [a], [#], [c] intanto generano con 1o o rette d'intersezione
3 con 6 punti doppi ()5
rette, coniugato al

spas

erveremo che la Fy® e la F.t
5 del Veronese, pure
e costi-
come

di 3 spazi corrispondenti una varieti cubica V
Questa varietd contiene pure un secondo sistema di
sostegni delle tre reti. Da due rette

primo e contenente le rette @, b,
ate le rette dell altro mediante reti

qualunque di un sistema sono proiett
proiettive di spazi.

ic del 3 ordine, dotata di una curva doppic del

(%) Caporali, Sulla superfi
ordine. Amn. di mat, 2* serie, vol. VIL.

() Del Pezzo, Mem. citata.
o 12 [(fum'li il nome dato da aleuni alla Fy* di superficie Veronese (veggasi ad es

ieri, Sulle i iy i 5 i

o w“el Jt»f:iu/aa.r;;m oni involutorie dello spazio determinate da un complesso Hirstiano
R ¢ Lomb., serie 2%, t. XXV, 1892) nome che del resto ho usato

: o Ia medesima superficie, non & bene appropriato, ¢, credo, dovrd lasciarsi

) Segre, Sulle varieta cubiche 1 T e
=t cubiche nello spazio a 4 dimensioni. Atti della R. Ace. di

S
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1L cono sestico di rette diV,® uscenti da un suo punto doppio D si scinde
in 2 coni cubici, appartenenti rispettivamente al 1° ed al 2° sistema di
rette. Uno spazio ordinario S sega questi 2 coni in 2 cubiche H; e K, situate
su di una quadrica ed appartenenti a due sistemi diversi, ciod aventi 5 punti
comuni, che sono le proiezioni su S da D degli altri punti doppi.

Sicehe proiettando da D la varieta V,* sullo spazio S il sistema r ppre-
sentativo delle sezioni spaziali di V,* sard costituito da superficie di 3° ordine
passanti per 2 cubiche Hj e K, situate su di una quadrica ed aventi 5 punti
comune, cioé da Fy=H; K.

Per avere la immagine sullo spazio S della superficie F,® del Veronese,
consideriamo ancora le reti proiettive di spazi [a], [4], [4]. Queste gene-
rano un'altra varietd cubica W,°, analoga a Vg, la cui superficie sezione
con V,* & rappresentata in S da una superficie S,= H,® K,*. Perd le due
varietd Vi* e Ws® si segano, oltre che in una F,®, ulteriormente in una su-
perficie di 3° ordine, luogo del punto d'intersezione di due piani corrispon-
denti appartenenti rispettivamente alle reti proiettive [a] e [4]. Questa
intersezione residua ha per immagine in S una superficie F.=H, o'’ essendo
a' V' le rette corrispondenti ad «,b. Sicchd tolta dalla =H? K3® la
Fy;=H,a' V', resta una S;=H,2K,>. Ma & chiaro che da questa S; si
stacca 2 volte la S, =H, K, rappresentante il punto doppio D (il che fa ve-
dere che V5* ¢ W,* hanno il punfo doppio D per entrambe in comune);
sicché resta allora una {s che & I'immagine della superficie F.° del
Veronese sullo spazio rappresentativo S.

1 facile allora vedere che lo corde di H, formano il sistema delle trise-
canti della F,°, mentre le rette che incontrano H, e K, sono le hisecanti e
le corde di K; le secanti semplici.

Posto cid, se le superficie F,® ed F,* fossero casi particolari della super-
ficie F,° del Veronese, cid mon potrebbe succedere se non dal fatto che, spez-
zandosi la curva Hy, la superficie rappresentativa della F,°, ciod la S;=K,,
passando per una parte della Hy, potrebbe rappresentare una superficie di 5°
o di 4° ordine.

Ora se cid accadesse, poiche le corde della H, rappresentano trisecanti
della F.’, & chiaro che le superficie Fo® o Fy* che si otterrebbero, non potreh-
bero pit ammettere un sistema co® di trisecanti, tali che per un punto dello
spazio S, e quindi anche della varietd V,?, ne passi sempre una ed una sola.

Quindi le due superficie F,* ed Fy* non possono ammettere la genesi
proiettiva della F,° del Veronese, neanche riferendo opportunamente le quattro
reti proiettive di spazi (!).

(1) Si osservi pure a tal proposito che il Bordiga nella Memoria: La superficic
del 6° ordine con 10 rette, nello spazio R e lo sue proiesioni nello spazio ordinario
(Atti della R. Acc. dei Lincei, 1887) riferendo opportunamente quatiro reti proiettive di spazi
trova una Iy ed una Fy* ma esse non ammettono trisecanti da costituire un complesso.

Renpicontr. 1897, Vor. VI, 1° Sem. 33
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S. Ritorniamo alla F.5. Essa ¢ la proiezione su di un S, della super-
ficie @,* del Del Pezzo, immersa in un S,, eseguita da un punto fuori di
essa. Sicché la Fy® possiede 10 rette, immagini delle 10 rette della @
Inoltre abbiamo anche notato che la F.¥ possiede 5 piani che la segano
secondo cubiche. Ma cid che & notevole per la & che essa possiede un
punto doppio D e le 5 cubiche piane che sono in essa hanno tutte il punto
comune D doppio per ciascuna di esse. Per dimostrare perd cid, faremo le
seguenti considerazioni.

9. Consideriamo una @.
che la superficie ®° dello
che le sue sesioni spasiali

Esaminiamo questa rappresentazione.

Le 10 rette della @;® sono rappresentate
punti fondamentali o dalle 6 rette che li uniscono a 2 a 2. La superficie
@, possiede 5 sistemi di coniche, che indicheremo con (¢ =1, 2,8,4e5),
cor ispondendo il sistema 3; per i =1,2,3e4 al fascio di raggi (¢) del
piano rappresentativo, ed il sistema =; al fascio di coniche y. 1234. Per
passa una conica di ciascun sistema e queste non

s del Del Pezzo, immersa in un Ss. E noto (')
s puo rappresentarsi sul piano ¢, in modo
1234.

ano rappresentate da curve Cs

ettivamente dai quattro

ogni punto P della @
hanno altro punto in comune. Ogni conica incontra 5 rette della superficie.
Le cubiche della @,® si raggruppano pure in 5 sistemi 2, (i=1,2,3,4 e5).
Ogni sistema 2; & coordinato al sistema =; di coniche in modo che una cu-
bica ed una conica del sistema coordinato costituiscano insieme una sezione
spaziale della @.%. Sicché una cubica di 2;, per i=1,2,3e4, corrisponde
in ¢ ad una conica passante per gli altri tre punti fondamentali, oltre ¢;
corrisponde una retta qualunque del

=25, ad una cubica di &

e, per
piano ¢.

B facile vedere come si comportano le cubiche rispetto alle rette, alle
coniche del sistema coordinato ed alle altre coniche della superficie.

Faremo semplicemente notare, per ¢id che viene in seguito, che per due
punti della @,* passano 5 cubiche, una di ciascun sistema; e quindi per
ogni corda della @,° passano cinque S; che la segano secondo cubiche, mentre
un S, qualunque la incontra in 5 punti.

10. B facile ora dimostrare che:

Per un punto qualungrie O
corda della @,°.

Infatti, gli S, passanti per O segano la ®,® secondo oo curve y; di un
sistema lineare -, le cui immagini sono le curve (= 1234 di un sistema
4. Ora in ' visono oo! cubiche del sistema com-
poste di una conica fissa y, = 1234 insieme alle rette di un fascio (G). Ana-
logamente vi sono in ' = 1234 fissa

sa sempre una ed una sola

oo lineare 4'; e viceve

! cubiche composte di una curva d,

(1) Del Pezzo, Men

citata, § VIT, n. 34
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insieme alle rette di un fascio (D). Quindi vi sard nel primo fascio una cu-
bica formata da y, e dalla retta GD e nel secondo fascio una cubica for-
mata dalla d; e dalla GD. Queste due cubiche determineranno un faseio for-
mato dalla reftta GD insieme alle coniche del fascio [y, , dy]. L' esistenza di
questo faseio mostra che vi sono per O oo! sezioni spaziali prodotte da S, di
un faseio nella @.* che si spezzano in una cubica gobba &, appartenente
al sistema 2; suddetto e corrispondente alla retta GD, ed in una conica va-
riabile del sistema =5 coordinato ad 2.

Questa cubica & giace nello S; base del faseio degli S,; e poiché da O
passa sempre una sola corda della &, questa sard una corda della @,%, pas-
sante per O.

Indicando con A e B i punti di appoggio della corda con la &®, per
i punti A e B passano altre quattro cubiche &% (per 1 =1,2,3, 4) ap-
partenenti rispettivamente ai sistemi ;.

Inoltre per O non pud passare un'altra corda della @,°. Poiché se cid
accadesse, per i due punti di appoggio dovrebbe passare sempre una cubica
del sistema £2; e quindi dovrebbe esistere in ' un altvo fascio di cubiche
determinato dalle coniche del fascio [1234] e da un'altra retta C'D'. Ma
cid mon & possibile, perché se partiamo da un'altra conica fissa y's = 1234,
diversa da y., e da un'altra conica fissa d,' = 1234, diversa dalla d,, la
retta GD rimane sempre la stessa. Infatti la retta GD forma una C, del
sistema " con ogni conica del fascio [1234] e quindi anche con la conica
e/, ma la y,' forma fascio di C, degeneri con ogni retta del fascio (G'),
dunque il centro G’ deve appartenere a GD. Analogamente D’ dovra appai-
tenere a GD; sicché la retta GD rimane sempre la stessa e la cubica &%
che essa rappresenta & unica nel sistema £;. Quindi per O passa una sola
corda della @,° (1).

11. Si & cosi dimostrato che per un punto O dello S; passa unma sola
corda della @,* e se i punti di appoggio di questa corda alla superficie sono
A e B, per essi passano cinque cubiche gobbe &@ (per i=1,2,..,5)
giacenti in cinque S; ed appartenenti rispettivamente ai sistemi ;. Queste
cubiche non hanno, oltre A e B alcun altro punto in comune. Sicché pro-
iettando allora dal punto O la ®,° su di uno spazio S, avremo che:

La superficie ¥ possiede un punto doppio D e i cinque piani che
la segano secondo cubiche passano per D, il quale ¢ doppio per ciascuna

cubica.

per dimostrare che ne

(1) Avendo dimostrato che per O passa una corda della .
passa una sola pud procedersi cosl. Supponiamo che per O ne passino due, @ e 4. Con-
duciamo per ab uno spazio S, arbitrario, esso sega la % in una y; che ha per corde
a e b. Proiettiamo la 75 da O sopra un S, dello S, avremo una 74’ con due punti doppi
e quindi razionale. Ma allora anche la ys sarebbe di genere O, cid che & impossibile, per-

cht un S, arbitrario sega la %, in una ys di genere 1.
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Termineremo queste ricerche intorno alla F® mostrando che essa pud
sempre appartenere ad una varietd cubica con 7 punti doppi.

Infatti se una varietd cubica Vs dello spazio S, contiene Ia F?, il
punto doppio D di questa superficie sard pure punto doppio della Vs, perché
so fosse altrimenti i 5 piani che segano F® secondo cubiche dovrebbero tro-
varsi tutti nel medesimo S;, tangente alla V. in D, cid che non & possibile.

Proiettando da D la Fe2=D® su di uno spazio ordinario S si ha una
superficie Fs del 3° ordine. Ora poich® una sezione spaziale variabile della V¥,
incontrala F.® in una y; di gemerel,la superficie @; immagine della sezione
spaziale deve incontrare la F, fissa in una Cs di genere 1 e sapendo che due

superficie di 3° ordine s'incontrano in una curva di 9° ordine la quale pud
ammettere due soli spezzamenti in una Cy ed una Cs (cio in una C; di ge-
nere 2 ed una C, di genere 1, oppure in una O, di genere 1 ed una Cydi
genere 0), si vede subito che la @, variando la intersezione spaziale, deve
incontrare la F, fissa in una C, di genere 0.

Sicche la F.® si proietta dal punto doppio D sullo spazio S in una
F,=C, e le sezioni spaziali della V4* hanno la curva C, in comune.

Questa C, dovendo appartenere al cono sestico della V,?* uscente da D,
questo cono sestico & sezionato da S nella C, ed in una rimanente C, appar-
tenente alle superficie ®;. Ma dovendo poi due @5 segarsi in una C, apparte-
nente ad una quadrica, questa quadrica deve essere la quadrica delle trisecanti
della C,; e poiché questa quadrica & segata da una @, in 2 trisecanti della
C,, si deduce che la rimanente curva C. deve essere costituita da due tri-
secanti @, & della Cy.

Sicehé le sezioni spaziali della Vs sono rappresentate in S da super-
ficie @ C,0b. B quindi la Vg* possiede 7 punti doppi.

Tnversamente avendosi una Vs* con 7 punti doppi, proiettando da un D
si la Vy* su di uno spazio S, le sezioni spaziali della varietd sono co-
. ab. Bd una superficie F; = C, rappresenta sulla

di
stituite da superficie @3
V. una F,® del 5° ordine.

Di pit le rette dello spazio S che si appoggiano ad @ e b co titui
il sistema delle trisecanti della F,?, sistema tale che per un punto della Vi*
ne passa sempre una ed una sola.

Il punto D & doppio per la F.?, perché la Fu=C, ela Fo=C,ab si
segano ulteriormente in una conica. Sulla F;=C, vi sono 5 rette della su-
perficie Fy che non si appoggiano alla C,. Esse rappresentano delle C;= D*
della F.° o sono quindi le tracce dei 5 piani che segano la F,* secondo
cubiche.

Finalmente la C, ha 10 corde appartenenti alla F,. Esse sono le imma-
gini in S delle 10 rette della superficie F,°.

Dunque: la superficie Fo® appartiene sempre ad una varietd cubica
con 7 punti doppi.
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13. Chiuderemo finalmente con una osservazione. Le trisecanti della E,5
nella precedente rappresentazione in S sono costituite dal sistema di rette
che si appoggiano ad «, 5.

Ora quando la V,* si rappresenta nello spazio ordinario mediante
delle @3 =C, ab, questo sistema di 1° ordine di rette della V,® non &
generabile mediante reti proiettive di spazi. B
dal prof. Segre ().

Cid comprova ancora una volta di pit che la Fs® non pud essere un
caso particolare della F.° del Veronese.

14. Avendo con cid che si & detto caratterizzato lo tre superficie F,°,
T, ed Fy* che determinano ordinatamente complessi di 1° ordine di trisecanti,
di cui ciascuna & superficie focale, lo studio di questi complessi diventa
ovvio, come pure sard facile cosa esaminare i complessi dello spazio ordi-
nario che si ottengono come proiezioni di quelli. Quindi tale studio pud
tralasciarsi o tutt'al pilt potremo occuparcene in altra Nota.

un caso di eccezione segnalato

Matematica. — Sull’ operazione funzionale rappresentate da
un integrale definito riguardata come elemento @ un caleolo.
Nota del dott. ApoLro ViTERBI, presentata dal Socio BraNCHL

Nella presente Nota mi propongo di dare un’esposizione sommaria di
alcuni risultati a cui pervemni in altro mio lavoro recante lo stesso titolo,
nel quale ebbi per scopo « considerata 1' operazione funzionale rappresentata
da un integrale definito come elemento d'un calcolo, di svolgere i fonda-
menti generali d'un calcolo siffatto ». Qui mi limito ad esporre soltaato i
teoremi stabiliti in detto lavoro: in esso si trovano le loro dimostrazioni'e
in esso trovansi pure le citazioni di altri lavori che furono seritti da vari
autori intorno all’ operazione in parola.

L’ operazione funzionale rappresentata da un integrale definito, come si sa,
consiste in cid: « Data una certa funzione f(y,) della variabile, in generale
complessa y,, la quale sia analitica ¢ uniforme in un certo campo, si mol-
tiplica per una funzione analitica a(y,y.) delle variabili indipendenti, in
generale complesse y,7. e quindi si integra 1'espressione cosi ottenuta ri-
spetto ad y, lungo una certa linea, la quale cada entro il campo in cui
[(y1) & atta a rappresentare una funzione analitica ». Le proprietd essenziali
di detta operazione dipendono dalla funzione «(y,y:), la quale si dice « fun-
zione caratteristica » dell’ operazione in parola. Ora, mel calcolo da me stu-
diato, 1'operazione rappresentata da un integrale definito vien riguardata

(*) Segre, Sulle varista cubiche dello spazio a 4 dimensioni. Mem. della R. Ace.
delle Scienze di Torino, vol. II, t. XXXIX, vedi § 12.




