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Ora ogni &, %', & esprimibile linearmente per le @,, di cui si conosce il
peso =mp, se po & quello di una @ semplice, e per le @', il cui peso
& m'p'y essendo p', 1'analoga di p,. I pesi delle funzioni f, ', detti 7
si possono ricavare subito dalle equazioni

essendo y il peso di ¥, facilmente determinabile. Se, quindi, si dice py,
il peso di ung

atitudine delle grandi tavole precedenti, appartenente al ca-
talogo 2™ e alla stella /™, e se si chiama 7 il peso finale di (2), si
giunge alla formula:

Con questa formula ove tutto & noto, si ricava 7 =200, e quindi 1" errore
medio == 0".070. Quindi il valore definitivo della latitudine di Martorana &

cui si pud fare il

dine dedotta geode

) risultato astronomico, colla latitu-
mente dalle due provenienze di Castania, e dell'Os-
servatorio di Palermo. Tali due latitudini di Martorana sono

nia

7".413

Quindi le deviazioni locali in latitudine, per la Martorana saranno:

dall' Osservatoric

—0".287

Matematica. — Sulle equazioni lineari del secondo

ordine
del //;,/,7 ,'/,{:,-/'/v,/ig/,_ la cui serie di Laplace ¢ [inita

in un solo
senso. Nota del prof. 0. NiccoLerrr, presentata dal Socio V. CErRrUTI.

Il metodo,

indicato da me in una Nota precedente (1),

per costruire
oni la cui se

e di Laplace & finita in due sensi, si estonde
facilmente al caso in cui la serie di Laplace

tutte le equ

dell’ equazione data:

0] A)=s+ap+bg+es=0

(1) Cfr 0. Nice
t seysi (Rendiconti Lines
notazioni ¢

uazioui la cui serie di Laplace » fiita iy ambedus
maggio 1897). Manterrh in quel che

segue tutte le
convenzioni di questa Nota, che indicherd brevemente coll

a lettern P
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sia finita nel senso di una sola vaviabile. Anche in questo caso 1'applic:
zione illimitata delle trasformazioni singolari, che in quella Nota ho indi-
cato con ¢ ez, alle due equazioni elementari:

R

32 FD=0,

2
9 L -l
@) =0
da il modo di costruire tutte le equazioni in discorso. Mi propongo in questa
Nota di dimostrarlo.

1. Supponiamo dunque che la serie di Laplace rolativa alla equazione (1)
sia limitata in un sol senso, ad es. quello della variabile z e quindi ammetta
un integrale particolare della forma:

) #=AX + A X - Ay XO-0 = 7, (X) .
L' equazione aggiunta avrd allora degli integrali particolari «” della
forma :

) U =aY + Y 4 o ey, YOO = iy (Y)

ed il suo integral generale  si comporrd di due parti, una uguale ad #”,
l'altra o' della forma ():

g W i
)= aﬁlx dz+ T‘; Xidz oI~ -{—m.-.\l )y;‘l‘ X do
e sard:
©) W=,

Tndicando allora con w una forma particolare di «, corrispondente alle
funzioni arbitrarie X,, Y,, la trasformazione o applicata ad una soluzione '
della forma (3) dard (%):

o =05 —B(X, 0y(0)) — [X0\(@:(0)) de,

dove (@,
7(@i(0")
o quindi

(@) dipenderd dalla sola variabile @, sard cioé:
035 (@) = u(Pe(@)) = (X)) = funzione della sola ;
50 ¢(Xy) 4= 0, prendendo come nuova funzione arbitraria la fun-

zione

PON

(Y) Cf. Darbous, Legoys ote., vol. TI, pag. S4.
() Cf. P, n. 2
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@) c=0d'= m,r.(q \,1) — 1;,((—/1\') . Dy(w) ) —X,

che & rispetto ad @ di rango A1 al pil.
Quando sia invece ¢,(X,) =0, allora sard:

(38) 6 =0"=wf)(X) — B(X, ®y(w)) .

che & rispetto ad = di rango A al pil.
Affatto analogamente sard, se ¢,(X,) == 0,

© — ”‘((, ol Dy@))+ X;

che @ rispetto ad  di rango % al piu: e se ¢\(X,) =0,
(10) T =B,(X, @y(w)):

che & al pit di rango 2 —1
Un ragionamento affatto simile vale nel caso che la serie di Laplace
della equazione data limitata nel solo senso della variabile .
Riassumendo, abbiamo dunque che, quando la serie di Laplace della
equazione (1) & limitata nel solo senso dells
conduce in gene

variabile 2, la trasformazione o

le da equazioni di rango h rispetto ad z ad equazioni, il
cui rango rispetto ad z & al pit uguale ad /
ad A o m

1, in particolare uguale
ore: la trasformazione = conduce invece in generale ad equazioni

che hanno al pit il rango k, in particolare al piu h— 1 (sempre rispetto
ad z): ed un risnltato p

amente analogo vale nel caso che la serie di

Laplace dell’ equazione data sia limitata nel solo semso della
D |

permutando allora le due trasformazioni. Ma, tenendo conto de

a rel:
ore ed affermare
che nel caso generale di ¢,(X,)=k 0, la o sard effettivamente di rango /-1
rispetto ad =z, la = di rango k: quando sia invece ¢,(X,) =0, la o sard di
rango k, la = di rango & —1 (ed un risultato del tutto analogo si ha scam-
biando z con y, o con 7).

le equazioni in ¢ o (1), possiamo precisare il risultato supe

Si consideri infatti ad es. un'equazione di
rispetto ad y. Da e
certamente, per que

rango finito, uguale a

mediante un‘opportuna trasformazione o po
o che precede, ottenere un’ equazione il cui rango rispotto
ad y & minore di /. Le due equazioni aggiunte di queste due hanno allora,

() CL P on 1



la prima il rango / rispetto ad z, la seconda un rango minore e inoltre,
pel teorema sopra ricordato (1), dalla seconda si ottiene la prima con una
oerta trasformazione . Questo dimostra insieme che la trasformazione o
deve in generale aumentaro il rango della equazione rispetto ad « di una
itd, e se l'equazione ha invece un rango finito rispetto ad y, pud in casi
olari diminuirlo di wza unitd al pin. Analogamente, osservando che
per un'equazione di rango finito rispetto ad y la trasformazione ¢ non pud
mai aumentare il rango, ne deduci ancora che iny la ¢ non
pud mai diminuire il rango di un’equazione rispetto ad 2: e questo, ragio-
nando come sopra, dimostra che la trasformazione o conserva il rango di una
equazione rispetto ad 2 in casi particolari, rispetto ad y nel caso generale.
Un ragionamento perfettamente simile vale per la trasformazione = (sebbene
sia per questa inutile il ripeterlo, in quanto risulta subito dall’ osservare che
le due funzioni o e = si deducono 1'una dall'altra con una trasformazione di
Laplace); possiamo dunque enunciare il teorema :

La trasformasione o (0 ©) conduce in generale da equazioni di rango
h rispetto ad 2 ad equasioni di rango h~1 (od h) rispetto ad x
ed in particolare ad equasioni di rango h (od h—1). Quando invece
Uequazione abbia un rango finito rispetto ad Y. conviene scambiare le due
trasformazioni.

E di qui anche segue (%):

Partendo dall’equasione pi generale di rango 1 rispetto ad x (0 ad y),
cioé dalla equasione:

d R
= («q) =0 (oppure 5% (ap)=0)

la (rasformazione o (o la %), ripetuta wn numero illimitato di volte, con-
duce a tutte le equasioni di rango finito rispetto ad x (o ad y).

2. Abbiamo ammesso al n. precedente, 1' esistenza di funzioni X, che
annullino ¢,(X,); che soddisfino ciot ad una relazione della forma (ponendo X

in lnogo di X,):

@) & [ pXdods [ X2

i I‘I,H,Xd.r—i»ax’_f_. + X P =0

05}

ndo le A, , e funzioni note della sole z. Dimostriamo ora 1’ esistenza
di tali funzioni e pit in generale di funzioni X che sodd
lazione :

o) 1.j “m X do ok

ano ad una re-

"X o - X - o X - b X

dove A ¢ ancora una funzione nota della .

() Cf. P, n. 1.
() Cf. P, n. 4.
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Supponiamo percid che sia X una soluzione (integrale) della (11*); fa-
cendo in essa 4, =1, il che evidentemente & possibile, ¢ derivando rispetto

i ad z, otteniamo:
de -
Xda —f—((“ - Aa A ) X
- Beal
e X =5
'F

ciod la X soddisfa altresi ad una relazione analoga alla (11*), mella quale
\ perd i e i sos — 1 e /- 1. Reciprocamente, suppo-

niamo che si conosca una funzione X che >mldhll alla relazione:

Xdo+-pX+-3. X'+ -3 XHP=B,

avremo allora integrando tra z, ed x:

si avra:

)
1

8 X0 dg = (—1) fﬁ, X dz +‘T (— 1)=="X 00 e
f_,)s.‘fze,xw(/l.ci

e quindi sard:

‘F‘:ﬂ— }: ror il(— 1) { X dz 4

ciot X soddisfa ad una relazion s disponendo opportunamente delle fun-
zioni B A, 0 ed A, si pud ide are colla (11*).

di una equazione differenziale linears (non omogenea) di ordine / -} 4. Esi-
stono dunque di tali funzioni X ed & dato anche un metodo per trovarle.
Con c¢id la dimostrazione superiore & completata.




— 339 —
3. Gli sviluppi superiori dimostrano il teorema enunciato in principio :
essi conducono inoltre a delle conseguenze interessanti che importa notare.
Ricordiamo percid innanzi tutto che le due trasformazioni del Lewy sono le
inverse delle duo trasformazioni o e v (1): valgono dunque per esse delle pro-
prietd affatto simili a quelle dimostrate sopra perlac e la «: ed in particolare:

L applicaz, i Llimi delle due trasformazioni del Lewy all equa-
sione elementare :
0

conduce a tutte le equazioni del 2° ordine, la cus serie di Laplace ¢ finita
nei due sensi;
ed ancora:

L'applicazione illimitata della prima (o della seconda) trasformazione
del Lewy all’ equazione elementare

3 2
— («q) =0 (oppure W (Bp)=0)

conduce a tutte le equazioni lineari del secondo ordine, la cui serie di
Laplace ¢ terminata nel solo senso della variabile z (o della Y)-

Questo & appunto il metodo tenuto dal Darboux nelle sue lezioni per la
costruzione di queste equazioni (2).

Un’ altra conseguenza notevole riguarda la luzione del problema di
Cauchy per una qualunque di queste equazioni, Ricordiamo infatti che il
metodo di Riemann per 1'integrazione di un'equazione del tipo iperbolico
riconduce la risoluzione del problema di Cauchy alla determinazione di un
integrale particolare dell' equazione stessa, la solusione principale (*). B
facile inoltre vedere, che, nota la soluzione principale di una data equazione,
& pure nota con quad:

ure la soluzione principale di ogni sua trasformata
differenziale ed integrale (*). Osservando allora che la soluzione principale
della equazione:

==()

(1) Cf. P, n. 1.

(2) Cf. Darboux, cap. I, VI, VIL
(%) Ibid,, pag. 71 e segg.
(4) 4

per la o, Ta

coonniamo la dimostrazione per una delle due trasformazioni singolari, ad es.
oluzione principale dell'equazione in o & determinata dai valori che essa

prende lungo due rette parallele agli assi
valore 1. Ma allora

coordinati ¢ dal prender nel punto comune il
in forza delle due r

do 95 2=,
g =t (i) 31/"'(.\5/ auw);

lnngo I rotta parallela all'asse @ si ha il valore della 2 con due quadrature, lungo il
tratto parallelo all'nsse y immediatamente. Costruendo allora della equazione (1) quell'in-

Renpicontr. 1897, Vol. VI, 1° Sem. 15




— 340 —

@ uguale ad 1, quella delle equazioni pit generali di rango 1 rispetto ad &

(0 ad y):

(essendo % , 7o il punto ove la soluzione principale si suol caleolare), ne
segue il teorema (gid trovato per altra via dal Goursat):

Se un’ e [ 2° ord

integrabile col metodo di

la sua solusione principale e quindi la riso-

na d;

chy & per essa ricondotta alle quadrature.

amo infine un’osservazione di indole storica. I1 Moutard, nella
sua celebre Memoria perduta negli incendi della Comune del 1871, aveva
trattato il problema della determinazione e costruzione di futte le equazioni
del secondo ordine con integrale generale esplicito. Nella prima parte della
sua Memoria egli dava la forma di queste equazioni e ne riduceva 1’ integra-
zione a quella di un’equazione lineare, ancora con integrale esplicito, del tipo
di Laplace: nella seconda parte dava un metodo per la costruzione di tutte
queste equazioni: nella terza, la sola che ci sta, perché nuovamente
redatta dal Moutard. erminate tutte le equazioni con invarianti uguali.
Recentemente, in una )
ricostruita dal Cosserat:

guarda:

a rima:

n

a alle lezioni di Darboux, la prima parte & stata
: poi evidente che i teoremi che precedono (') pos-
i come una ricostruzione della seconda parte della Me-
i Moutard. Anzi, se si osserva la grande analogia del nostro procedi-
mento con quello tenuto dal Moutard (e dal Darboux) per le equazioni ad
invarianti uguali, non é re che il metodo tenuto dal Mou-
tard nella della sua Memoria,
periore, pure non doveva e
valente.

3 si pr

no, volendo,

moria

é

ssurdo il pe

onda parte

pure non uguale a quello su-

ere molto dissimile da esso; in fondo poi equi-

senta ora opportuna un’altra osservazione. Il metodo di Mou-
tardi da, & vero, il metodo di eostruire (per via ricorrente) tutte le equazioni
del secondo ordine con integrale generale esplicito (o semiesplicito): ma sia
come anche il metodo di Laplace non danno un eriterio per ricono-
scere a priori con un numero fizifo di operazioni se una dala equas

ione del

tegrale 2 che pr

de lungo i dae tratti rettilinei i valori cosi ottenuti (il che,
fatta, si fa con quadrature), la funzion
la soluzione principale della sua equ
(1) (e quelli della nota P).

r lipo-

o corrispondente all'integrale = superiore &

. E analc

mente per la
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secondo ordine abbia o no un integrale generale esplicito. Infatti si 1'uno
che 1'altro ci dicono che, se 1'equazione data ha un tale integrale generale,
dopo un certo numero di operazioni si perviene a determinarlo; ma, quando
applicando illimitatamente 1'uno o 1'altro metodo, essi non ci diano aleun
risultato, non ¢ lecito per 1" equazione data concludere nulla. I due metodi
superiori lasciano dunque insoluto il problema generale di « Riconoscere con
un numero finito di operasioni, se una data equazione del tipo iperbolico
sia integrabile col metodo di Laplace ». Recentemente il Goursat ha portato
un contributo a questa teoria: ma il problema generale ora emunciato, di
cui & manifesta 1'importanza, attende ancora una soluzione.




