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‘Matematica. — Sopra aleuni invarianti puntuali delle equa-
siont alle derivate parziali del secondo ordine. Nota del dott. P.
MEDOLAGHI, presentata dal Soeio V. CERRUTI.

(+1i invarianti puntuali per le equazioni alle derivate parziali del secondo
ordine si determinano (') nel modo seguente: si estende la trasformazione
infinitesima generica:

(1) dz = a(zyz) ot dy = B (zyz) dt 9z = y(zyz) J¢

alle derivate p,q,7,s,/, ciot si calcolano le variazioni dp , dg, d7 . ds, d¢;
nelle espressioni che cosi si ottengono entrano, oltre z,7,2, le quantitd
RS

Imaginiamo ora di avere la equazione alle derivate parziali del secondo
ordine sotto la forma:

% —F(.L’ y3pyqs )= 0)%

per comodo conveniamo di rappresentare le derivate con indici in hasso,
ci0é poniamo:

)

F E

[

Si ealeolano dF. , ... dF,, osservando che

ddF = dJF,
(uindi:
d0F =F,dde -+ F, 0dt + 0F... dw | - - oF,. di .

da cui:

( 2WE D) a1
\ PRy DO St
AL AT
(2) \
B o J
( ,yp’:‘\d —Fi——F,—)—[
N N 1

Cosi si ottengono le espressioni di dF, ...dF, in funzione di @, y,3.7,4;
F,s,¢,F,,..F . Bisognerebbe poi formarsi le espressioni sempre pil com-
plicate di 0F. ... dFy , 0F. i, ... fino al punto in cui il numero delle va-
riazioni calcolate supera il numero delle derivate di «, 8,y che si vengono
col calcolo introducendo. Cid avviene, come si riconosee subito, per le deri-
vate terze della F; il calcolo, anche degli invarianti pit semplici, si pre-

(%) Lie, Ueber Differentialinvarianten. Math. Ann. Bd. 24.

-

e




= ple \

senta dunque molto complicato; questa forse & la ragione per cul nessuno ;
si & accinto ad esso. ‘
Piu semplice assai del problema generale ¢ questa ricerca piu limitata : "
determinare gli invarianti che contengono soltanto le derivate di ¥ l
rispetto s e t. :
In questa Nota ed in quelle che la seguiranno mi propengo appunto di
studiare questa classe di invarianti.
1. Partendo dalle relazioni

([[/' :"/)I_/,/‘ —}— /[ //.,/
dp =rdz-sdy
(/(j — sdz -‘— [//.«/

che devono rimanere invarianti, e con le regole del calcolo delle variazioni,

i determinano le variazioni di p,¢,7.s,¢ per la trasformazione (1). Po-
nendo, se 7 & una funziome di #,y,z:

o =7
R =~-""T P55,
: f Rf
(o) R A g
oY 03

.

si trova (1):

dj/:(;.f}y) __[;('((V,.) —([l‘f)",
\ 0g = (ry) — (=) —q(B)
(8) ¢ oF = dr— ',) — p(etey) — q(Brz) — 2F () — 25(8)
’ 08 = (7)) — Pl@sy) — q(Bery) — F () — s(3)) — s(exs) — £(B2)
0t = (Yy) — Pleyy) — q(Byy) — 25(ay) — 2¢(8y).-

Poiche dunque nelle espressioni di dz, dy,dz,dp, dg, non entrano le
guantita F s, ¢, si ha dalle (2)

T — 0K s 008 _T pLY
RS - 08 28
)6F T()\ 20
Jl, — = — T, _Fz‘_)/.
ol R4 o

(*) Nelle espressioni delle variazioni ometto d'ora in poi, per brevita di serittura, il
fattore costante df, non portando cid nessun inconveniente — anzi facendone evitare
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Dalle (3) si ricava
20F \ y e B ! . g
G A —2(""‘); )
D0F ( dr e 8 - i
TR T '
208 dy Qe 2
S (g)—(e) — (=) T z
208 i
Y i—(((/’ll_(ﬁf,) ‘
0¢ j
o '
28 Al
01 Y e O
T L e 1
Si ha dungue, sostituendo questi valori nelle espressioni per oF; dF;: 1
(4) ( oFs= (“3/) (F) 3= 2F,) + ;(ﬁz/) TR (“1’) (B 2(‘8“"\ |
( dFl — (((jl> F; F! + 2 ) (.‘iy) == (“:r:)( F! + ([5) Fs . ol

Nelle espressioni di dF,,JF, non entrano, come si vede. oltre le va-
viabili &, y,4,,¢ che le quantita F.,F,. Per le variazioni delle derivate
di 01‘dine'superiore oi verifica la circostanza analoga; cid si dimostra per
induzione ed osservando che se ¢ F® una derivata di ordine 7%, ed F®  F®

le sue derivate rispetto s e £, si ha:

(k) ; ; .
SF® — 0F __pw 2 05 T 01 |
3 s s S ‘,
(€3] S ~ 8 ‘
()Fﬁ';) == ){)F — F(;:\.y - ) — F® Loy _ ]
R P A

prese rispetto s e ¢ si

11 fatto che le variazioni delle derivate di F
delle derivate di F ri-

esprimono in funzione, oltre che di z,%,5,7,¢,
spetto s e ¢, spiega e giustifica la limitazione che ci siamo imposta da
Calcoliamo ancora le variazioni delle

principio nella ricerca degli invarianti.
derivate seconde. Si ha:
Ay 2 28)
3 o1 + ~ 5 A) o “S al
OBy = () (BT s - 4F4) : 2() — L+ p— + a3, :1

AFy = () (2F: Fy 4 2Fq 4 F F) +; 3(8,) — (@) — % +p5; +

S

\ 2 1S
N Bt (e (s B 2 ) A ;4(5:/» —a)— L+ p— +

8)
+q 5, { Fut-2(8a) Fa-

Renprcontr. 1897, Vol. VI, 2° Sem.
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‘ .
(1 Poniamo oxa: |
|

28 |

e dy dx
(((//) =1 , (ﬂ() =g 5 (P’_r/)'— (a;«‘) =3 , -—-‘(r-'«)— —v\_;"f_}} 3z + o =7 — My ,

‘ essendo «, g,y , funzioni interamente arbitravie, le w2, , M , 73 W4 5 SONO "
anche esse quantitd arbitrarie. Nelle variazioni che abbiamo fin gui ecaleo- ‘
\

|
| late entrano d altra parte soltanto le dette quantitd arbitravie: se fosse
1
|
;1 ! ‘}(l“ ) F1 ’ F.ts ) Fsl ) F_//)
|
un invariante, dovrebbe dungue essere dgp =0 qualunque siano 7, , ms , M , ;.
! Esprimiamo questa condizione :
]
} e dpe 22 sp 4 2P 4 Pl
‘ = dyp = «+— JF JaF, .
“. 2 )F\ + )F( l+ + ]F“ t
|
}} Ponendo per oF, dF, ... 0F, le loro espressioni ed eguagliando a zero

i coefficienti di 7, ... 74, si hanno le guattro condizioni seguenti per ¢:

| B )= Xi(9) =+ 2F) <F + E.F, 4 (SE.Fo + 4F) e
+ @F.F + 2F, + F. F)) :}‘:‘ + (B Fu—+2F, F) :{f
0= Xy(g) = P:Tgp =+ 2F. :F ik ;g IR ?%
| | \ ‘)=X4(4)=F~<%+ Fo ;&,‘HV” %Fq—

Queste rappresentano anche le condizioni sufficienti perche sia ¢ un in-
' variante. In altre parole: un invariante si determina infegrando il sistema
“ completo (5) di quattro equazioni in cinque variabili.
Alla equazione X,/ =0 si pud sostituire la equazione:

Yr=X\f+ P Xof — Fs Xpf — F: X,f = 0.

Si ha:
; o Y/ :
Y/ 5 (FNFQS%—ZF” e (F F ]*‘ o A/ . .)F IR A B 7 )/’
)_DF.@\ + (Fu+Fo Fo) F,, - (2F, Fy— F, 1 ,z)ﬁii i
Le soluzioni di questa equazione si determinano facilmente; esse sono:

F, , ¥, o =FF,—FF,—F,, o,=F,—F,Fy;




Do

51 —

le soluzioni comuni di Y/=0 ed X,/= 0 sono:

B, , F

e finalmente la soluzione del

A —

ossia, ponendo:

5 @, I,
((W) A=——
o
Dunque:
U nwwariante puntuale piv semplice per le equazioni alle derivate

parziali del secondo ordine ¢ lo espressione:

(F5 +4F) (F5 — F Fu)

A="F P B.F, — F)

9. In questa Nota mi fermerd a studiare 1 invariante A, ed i polinomi
che entrano nella sua formazione.

Dird peso di una derivata di F il numero degli indici s, aumentato
del doppio del numero degli indiei /; cost F, & di peso uno. F, di peso
OGS 60000

Dird poi peso di un prodotto di derivate la somma dei singoli pesi:
peso di un quoziente la differenza dei pesi. Se in un polinomio tutti 1 ter-
mini sono di egual peso. questo peso comune si dird peso del polinomio.
Cos1 i polinomi:

24T, . B, F—F.Fy—F, , F; —F Fy

sono rispettivamente di peso due, quatiro, sei. L' invariante A ¢ di peso se70.
Il polinomio @, = F2 - 4F, & un invaviante velativo. Si ha infatti:

dw, = 28 0F | 40F, = (2F m\ - 2m;) @2 :

la equazione @y = 0 ¢ dunque invarviante per tutte le trasformazioni pun-
tuali; essa ha un significato geometrico hen conosciuto: essa esprime che i
due sistemi di cavattevistiche coincidono su ogni superficie integrale.

v

o




Anche i polinomi:
(= Fl Fs: . Fs Fxl — Fll

We — F::L = st FH

sono invarianti relativi. Si ha infatti:

dwy — (SFS M + 2113 + 17-"4) Oy
0w, = (4Fs my -+ 213 -+ 2my) @

T sistema di equazioni:

@, — () ;=\
8 invariante; ciod ogni equazione per cui sia nello stesso tempo:
(7) e — FsFu=0 F, Bs— Fs Fo—Fu=0

& cambiata da ogni trasformazione puntuale in una equazione della stessa
classe. Si interpretano facilmente le condizioni (7).

Tra le equazioni alle derivate parziali del secondo ordine che hanno con
una equazione del primo ordine infinite superficie integrali in comune, non
dipendenti soltanto da un numero finito di costanti arbitrarie, vi & una ca-
tegoria caratterizzata da questa proprieta (1): se & f(zyzpgrst)=10 una
equazione di quella categoria esiste una funzione o(zy 3 pg) tale che sia
identicamente:

Immaginando portata la equazione alle derivate parziali sotto la forma

r—F(zyzpgst)=0, la condizione precedente diventa:
. - } g A
(3) c+F,—=-F=0.
g

Derivando la (8) rispetto s, ¢, si hanno le condizioni:

i 1 1
(9) F«—‘; F:z: 0 Fq —:Fu =10
dalle guali, eliminando o, si ottiene:
we=F, —FFu=0

Combinando la (8) con le (9) si ha poi:

D= F,—F,F, + B =)

(1) Sonin, Ueber die Integr. der part. D"//vg”}"f’.’ll"/]"’l'f’!l//t/r'/t. 2. 0. Math. Ann

Bd. 49, pag. 424. Memoria tradotta in tedesco dal russo dal prof. F. Engel
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le equazioni di cui si occupa il § 6« della Memoria di Sonin appartengono
dunque tutte alla classe invariante @, =0 @, =0.

Inversamente, se per una equazione ¢ w, = (), @, = si pud porre:
(‘)’) L — “ IJl/, Br— w F\L 5
se fosse w = 0 sarebbe anche Fy, = 0 F, = 0 e per la @, = 0 anche F,—0;
se fosse F. nulla, anche le altre due derivate F,,, F,,, lo sarebbero. Se fosse
F==0, ed una delle Fy, F, nulla, anche 1 altra & nulla, e per la w, =0
anche B, = 0.

Supponiamo dunqgue che sia:

r=s ) =200 W ==, 18, == () §

dalle (9") combinate con @, =0, si ottiene la relazione:

Ly i

w
i

derivando rispetto s, ¢, e tenendo conto delle (9'), si ha:

?,(71%)_},")u — 0 l(i)_p,l 0
28\ s AV 1

da cui:

Moy 1L
T w?
e per la @, =0
2
Fe= ——
(1]

Ne segue che & 4F, -+ F:=0. Il calcolo precedente ¢ in difetto sola-
mente quando w & una funzione delle sole &y 2p ¢, nel gual easo la equa-
zione considerata appartiene alla categoria del § 6« nella Memoria di Sonin.
Dunque :

Le equasioni alle derivate parsiali per cui é contemporaneaimente:

q 1 £ 74
Wy = 0 W, — 0

formano wna classe invariante per tutte le trasformasioni puntuall: esse
hanno ['/!/t(l o U'altra delle ‘1//‘0/1/':'(‘/(\1 S(’l///t‘/él.‘- 3

1) o sono lineari rispetto le derivate seconde ;

2) o sono della forma:

r—FR(zyspgs)=0:

3) o hanno ¢ duwe sistemi di caratteristiche coincidenti sw ogni Su-

perficie integrale,

e
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4) o hanno un integrole di primo ordine e prima classe, e pii
precisamente appartengono alla categoria di equazioni di cui
il § 6a nella Memoria di Sownin.

Inversamente, per ogni equazione che abbia 1'una o I'altra delle pre-
cedenti proprieta e:

“»

7 oceupa

A questo teorema si pud aggiungere quest altro che pero conto di dimo-
strave in altro loco:

Le equazioni che ammettono win gruppo infinilo di trasformazioni

puntuali, rientrano tutte nella categoria di equagioni per cui é: @wy=0
@, = (0.
Fisica. — Sulla velocite molecolare dei /’A//?//'/‘J«'. e sulle sue

variazioni per effetto della pressione (‘). Nota di G. GUGLIELMO.
presentata dal Soecio BLASERNA.

La velocita molecolare dei liguidi e le sue variazioni per eftetto della
pressione e della temperatura costituiscono un elemento essenziale dei feno-
meni che si producono in essi; il determinare come variino le proprieta dei
liguidi quando varia la velocita delle molecole mentre rimane costante la
distanza e la distribuzione relativa di esse. e reciprocamente. fornirebbe dati
molto importanti per la teoria completa dei liquidi.

Ho cercato di dedwre questa velocita da fenomeni diversi, di qualeuno
dei quali ho dato cosi una spiegazione che credo nuova e che e confermata
dai risultati. Se si considera che i valori di essa velocitd sono ottenuti in-
direttamente, con una teoria appena abbozzata, senza uso di costanti empi-
riche che obblighino la teoria ad accordarsi coll esperienza in un certo nu-
mero di casi, si troverda che essi valori sono abbastanza soddisfacenti e lasciano
sperare un migliore accordo con uno studio ulteriore e piu completo dell ar-
gomento.

Si ammette universalmente che i corpi solidi e liquidi sono costituiti
di molecole dotate di grandissima velocita, e poiche queste molecole trovan-
dosi o giungendo mnello strato superficiale non 1 oltrepassano (eccetto alcune
che passano allo stato di vapore e che in uno spazio saturo sono sostituite
da quelle che si condensano) ma ritornano indietro con velocitd complessi-
vamente uguali e di segno contrarvio, esse devono esercitare su questo strato
una pressione. Uguagliando 1" impulso di essa alla variazione della quantita
di moto e procedendo in tutto come nel caso dei gaz, si trova la nota rela-

(1) Lavoro eseguito nel Gabinetto fisico della R. Universiti di Cagliari.




