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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

pervenute all’ Accademio per lo sedulo del 19 dicembre 1897.

Matematica. — Swugli spuzii o curvatura costante. Nota del
dott. REmicio BANAL, presentata dal Socio BELTRAMI.

S 1. Col nome di spazii o curvatura costante si sogliono indicare le
due varietd a tre dimensioni, d'elemento lineare: ,

dz? - dy® -1 dz® /
(1) i et ] (“] y (2 = cost.)
-2 _|
< e -La‘"’\)
(2) ds* = 0- (dz® 4 dy® 4 dz?) (2 = cost.)

a curvatura costante positiva la prima (spazio di Riemann), a curvatura co- ‘
stante negativa la seconda (spazio di Lobatschewsky). Ma quesfo nome ap- !
partiene altresi ad un’altra varietd, fin qui, ch’io mi sappia, non studiata, '
definita dall' aver due curvature eguali e costanti e la terza nulla; ad essa

fu, per la prima volta dal mio maestro prof. Gregorio Ricci ('), assegnata

segn

per 1'elemento lineare la forma '

(3) ds® = de® + -Ll~ (d6® - sen®6 dy*) (e = cost.) I
!
e da me 1 altra: 1

la® + dy® -+ ds® |
' Is? = - L 4
(4) v @ty +s I

(") Ricei, Di un punto della teoria delle forme differensialt quadr

wtiche ternarie;

Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. V. In questa Memoria 1'autore si propone
di determinare le condizioni affinchd in una varietd a tre dimensioni esistano uno o pit
sistemi tripli ortogonali di superficie a due dimensioni intersecantisi secondo linee di
curvatura della varietd stessa. Fra le varieta nelle quali esistono infiniti di tali sistemi, .
trovasi appunto quella d'elemento lineare (3). — In una mia Memoria, comparsa nell” an-
nata 1896 degli Annali di Matematica pura e applicata, nella quale mi proposi di deter-
minare tutte le varietd con due curvature eguali e la terza nulla, ritrovo la (3) e ne do
(ualehe cenno.

|
|
|
|
|
|
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To mi propongo qui di constatare la sostanziale diversitd geometrica fra
questo, che io chiamo spasio di Ricei ('), e gli spazi di Riemann e di Lo-
batschewsky. Il punto saliente di tale diversita sta, a mio avviso, in ¢id che
mentre questi ultimi non sono deformabili, ¢iod sono solo suscettibili di moti
rigidi nello spazio piano a quattro dimensioni che li contiene, avviene il contrario
del primo, il quale ammette tante configurazioni, quante ne ammette nello
spazio euclideo la sfera a due dimensioni; essendovi anzi corrispondenza uni-
voca e reciproca fra ciascuna configurazione dell' uno e ciascuna dell altra.
Di cid mi occupo nei primi sette paragrafi. Nell' ottavo stabilisco una esten-
sione di queste proprietd ad un'altra classe di superficie ch'io ebbi occasione
di studiare nella Memoria citata.

Meriterebbe di mettere in rilievo 1'interesse che possono avere queste
considerazioni sul problema, tanto importante e tanto poco studiato, della
deformazione della sfera; ma cid, che oltrepasserebbe i limiti e lo scopo di
questo, spero poter fare in altro lavoro.

I:
La deformabilita degli spazi di Riemann e di Lobatschewsky.

§ 2. Affinché una forma differenziale quadratica

3
¢ = Sn Qs A2y A2
s

a

a diseriminante positivo, possa rappresentare 1 elemento lineare di una
varietd a tre dimensioni immersa nello spazio piano a quattro dimensioni,
si richiede e basta che esista una seconda forma

3
Y= Yr“ b,-x [,/,,,;,. ‘Z'Z‘s
—rs
1 cui coefficienti soddisfino alle equazioni algebriche

(A) |a| e’ = b7'+1 s+1 b7‘+? s+2 — br+1 s+2 //r+': s+1 ('))

(* IL Ricei da a questa varietd il nome di cilindro retto a tre dimensioni. Certa-
mente vi sono molte analogie tra essa e le superficie cilindriche a due dimensioni dello
spazio euclideo; ma v'& una diversith sostanziale: la varieti (3) non & sviluppabile sullo
spazio piano. Tale denominazione quindi converrebbe forse meglio ad una varieta con
due curvature nulle e la terza costante. Cfr. anche Killing, Die nicht-eulklidischen

Raumfformen, § 12. — Comunqne cid che importa & questo: la varietd (3) non & appli-
cabile su alcuna delle varieta note. Cid & sufficiente a stabilire 1'interesse di queste
ricerche.

(3) In questa formola e nelle successive considereremo come identici due indici che
differiscano per un multiplo di 3.
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e alle equazioni differenziali
(B) b’:‘st == b‘/'[s
dove & posto

(5) |d‘ (((r.\') = da'l‘-H §+1,7+2 a /1a7‘+1 S+2 ,7+2
’ AL srs A%

S ) (1
+ Z_nk % (/ r+15+2,h As+17+2,k — Ar+15+1,L ar+2$+2,l;)

. [ty m da,s>
6 Uyst == % — — ——
(6) SR (dxs o dz,  da;
db, -
(7) b=t — 3, 0% (e bag - datp bry)
At

Le «9 sono note col nome di simboli di Riemann, le a,, col nome
di sémboli di Christoffel relativi alla forma ¢, e le b,y sono le derivate ;
covarianti (') rispetto a ¢ degli elementi del sistema 4,,. Le (A)e (B) chia-
mansi equazions [ondamentali della varieta ¢, e costituiscono la genera-
lizzazione delle note equazioni di Gauss e di Mainardi-Codazzi.

Come per una superficie a due dimensioni, la geometria di una varieta
a tre dimensioni é gid perfettamente definita dall espressione ¢ del suo ele-
mento lineare. Tutte le proprieta di essa che non si alterano col deformarla,
dipendono soltanto dai coefficienti di ¢, e reciprocamente; la forma  in-
terviene soltanto a determinare ciascuna delle configurazioni di cui la varieta
& suscettibile. Ora & da mnotare come le equazioni (A) definiscano i coeffi-
cienti di ¥ in funzione delle «”%, e quindi dei coefficienti di ¢, in tutti
i casi mei quali il determinante |4| & diverso da zero. Quindi: Una varieta 1
a tre dimensioni, per cui il discriminante della seconda forma fondamen-
‘ tale sia diverso da zero, non ammette che un'unica configurazione.

Un' interpretazione geometrica semplice e importante dell annullarsi del l
determinante |4| si ottiene considerando 1'equazione |

b + 0ay, ba + Was, b3, + 0a3,
bye + (Ql25% bss + Wse bss + was; — U "
brs + O3 bes + @ass bss - ®ass

le cui radici o, , ws, s rappresentano le tre curvature prineipali della va-
vietd considerata. Sviluppandone il primo membro, la si ottiene sotto la
forma :

3 3

: e % .\ S 3 b
o - o* S A" by @ S @@ =10
s = al
(1) V. Ricei, Résumé de quelques travauz sur les systémes ece. Bulletin de Sciences

math., giugno 1892.

i
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dalla quale si riconosce che i tre invarianti

S 16|

D rs ) b)'s; zz's s ERENES e

-3 |a|
presi il primo ed il terzo con segno — e il secondo con segno -+, rap-
presentano rispettivamente le quantita

w0, - 0, + w5 (curvatura media)
w0, 0y - 0, 03 -+ w0, (curvatura di Gauss)
Wy Wy W3 (curvatura totale)

della varieth considerata. Percid, se si tien anche conto che l'espressione
della curvatura di Gauss dipende soltanto dai coefficienti dell’ elemento li-
neare, potra dirsi che:

Affinche una varieta a tre dimensioni sia deformabile, deve avere
equale a zero lo curvatura totale. Verificata tale condisione, ogni sua
deformata sara pure a curvatura totale nulla, e conservera in ogni punto
per la curvatura di Gauss i valori che questa assume nei punti della
variela data.

Ma & noto che la condizione citata mon & sufficiente. Della ricerca delle
ulteriori condizioni che, nel caso generale, devono ancora essere soddisfatte,
si occupa altro mio lavoro. Qui ci limiteremo ad esporre alcune considera-
zioni sulle varietd a curvatura costante nominate sopra.

§ 3. Premettiamo alcune formole che semplificheranno assai i calcoli
successivi. Si consideri 1" elemento lineare

ds* = B*(da® -+ dy* + dz?)

nel quale H indica una funzione di z,, ., zs finita e diversa da zero as-
sieme alle sue derivate prime e seconde. Proponiamoci di esprimere i sim-
boli di Christoffel e di Riemann relativi a tale elemento per mezzo di queste
derivate, nel modo pit semplice. Eseguendo mei secondi membri delle (6)
le sostituzioni

Gini= 1BE S gin==i) o (P = 9)

otteniamo immediatamente per i simboli di Christoffel le espressioni seguenti:

2 dH dH
s = 05 Upsp = — s = H— S T H—
dz, ] da,

con 7,s,¢ distinti.
Partendoci dalle (5), osservando che

1 .
57

lo|=H°; o — a4 — ()
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e giovandoci delle precedenti, giungiamo con facili calcoli alle seguenti
espressioni per i simboli di Riemann:

12 2 /4] 2 1 2 2
HE, o =— —H &*H _Hi_<'ﬁ) _’_( ¢H> ; (r]H)

Wiess (e Az e it
d*H dH JH
He.ard =H————2H—— (=)
0 11450057 =

e si riconosce facilmente che esse possono mettersi sotto la forma:

H? o d? H=" G 18" o S ((ZH_‘)‘2
30 — ———

s 117400 =7\l
I8
BE A = = e ([ = ) -
a2y dzs =9

che ¢ la richiesta.

Cio premesso, calcoliamo per mezzo delle formole ora trovate i simboli '
di Riemann per gli elementi lineari (1), (2) e (4). Nei tre casi devesi fare
in esse rispettivamente

1 . s
H =2ty F 224 1s DT lo spazio di Riemann;
H-2 :; per lo spazio di Lobatschewsky;

H!'=c(2® 2+ :?)E per lo spazio di Ricei.

Eseguendo i calcoli troviamo:

R ;~+T\) ai—() per lo spazio di Riemann
Ag
D) = D = (] per lo spazio di Lobatschewsky l
AP = o it "> = ¢*z,2 per lo spazio di Rieel |
|
dalle quali discende che il valore del determinante || & rispettivamente
1 3 _ 1 Y Lo !
| (e ST S == s 0,
at ( : i3 4a® a® a® ‘
per le tre varvietd considerate.

Se si considera ora che, come si deduce dalle (A), e da teoremi sui |
determinanti reciproei, 1" annullarsi del determinante |«| trae con sé quello }
del determinante 4| e inversamente, e se si ricorda un teorema del prece-
dente paragrafo, potrd asserirsi che: !

| Lo spasio di Riemann e quello di Lobatschewsky non sono de- [
\ /h/'////;fr"“ |

Rexprcontr. 1897, Vol. VI, 2° Sem {7

| |
|
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Fssi non possono assumere dunque, senza uscive dallo spazio piano a
quattro dimensioni che li contiene, che movimenti rigidi; e tali sono ad es.
quei movimenti dello spazio di Riemann, gid studiati da parecchi geometri (1),
che sono noti col nome di scorrimenti, caratteristica dei quali ¢ che tutfi
i punti, eseguito il movimento, hanno la medesima distanza dalle loro vi-
spettive posizioni iniziali.

Per concludere sulla deformabilitd dello spazio di Ricei, occorrono pero
ulteriori considerazioni, che formeranno oggetto dei paragrafi seguenti.

Notiamo ancora come dalle (A) si possano dedwire, per |4| diverso da
zero, le formole :

|| =3

|b| e — |/(|‘2 (ol SebEg s TR el sa Rl (red sH00)
s (

per mezzo delle quali si possono calcolave, per gli spazi di Riemann e di
Lobatschewsky, le &, e conseguentemente le espressioni delle loro curvature
totale e media, che risultano entrambe costanti e diverse da zero.

La cwvatura di Gauss & invece, tanto per gli spazi di Riemann e di
Lobatschewsky, come per quello di Ricci, si pud avere calcolando 1’ inva-
riante D s per mezzo delle espressioni delle «”® teste ottenute.
Cosl ad es. si trova subito che

Lo spazio di Ricci é a curvatura di Gauss costante e positiva = c*.

Matematica. — Sur les nombres transfinis de Mr. Veronese.
Nota di A. SCHOENFLIES, presentata a nome del Socio CREMONA.

1. Des études approfondies des nombres transfinis de Mr. Veronese m’avaient
conduit au résultat que ces quantités ne permettent pas 4 tout égard la
multiplication, ainsi qu'il n'existe pas pour eux la céometrie projective ().
Mr. Veronese, dans une Note qui vient de paraitre 4(“"). prétend que mon
avis soit erroné; il dit que les quantités alléguées par moi ne font pas
partie du systéme de ses nombres, et que, par cette raison, mes raisonne-
ments ne touchent pas sa théorie. Cependant, il n'en a pas donné aucune
démonstration (4).

Voici les remarques qu'il me faut ¥ opposer. D'abord je pourrai citer
Mr. Veronese contre lui-méme; dans une Note des Fondamenti on trouve
les mots suivants (5):

(Y) V. p. es. Bianchi, Sulle superficie o curvatura nulla in geometrig ellittica. An-
nali di Matematica pura e applicata, 1896.

(2) Jahresber. d. deutsch. Math. Vereinio,

(%) Questi Rendiconti (5), VI, pag. 161.

() Voir aussi § 4 de cette Note,

©) Fondamenti di geometria, pag. XXVI dell

. V, pag. 7t

a prefazione,




