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segue da cid che se consideriamo la (11) per valori di » abbastanza grande,
il suo primo membro, razionalmente esprimibile, mediante le (9), in funzione
dei coefficienti di I', ei dard un'espressione approssimata per o,: 6w, ciod la w,
ci sard data, in via approssimata, come integrale di una equazione alle diffe-
renze del primo ordine: ed era questo appunto lo scopo che ei eravamo proposto.

Sarebbe interessante di tentare una estensione dello stesso metodo alle

equazioni differenziali lineari.

Matematica. — Sui piani
Nota di Feperico ENRIQUEs, presentata dal Socio CrREMONA

,,’/,/’ d genere lineare /;‘1't]_

1. T caratteri di una superficie algebrica: genere superficiale, numerico

e geometrico, genere lineare ¢ bigenere ('), verranno denotati rispettivamente
CONSN g e n N SRS
Studieremo superficie
[(zy)
ossia piani doppi zy1/f(zy){, dove la curva di diramasione f(zy) =0,

se pure riducibile, pud s
Abbiamo dimostrato

non contenere parti multiple.

er una superficie qualunque si ha

purché esi

va curva canonica (4 ordine > 0),
e risulta anche

se p > ().
Abbiamo gid determinato (%) tutti i piani doppi pei quali

=P =1
I

(e quindi anche ; P 1), cioé i piani doppi che corrispondono a su-
perficie di genere superfic I' sopra le quali manca la curva canonica
Ul proponiamo ora di indicare, in questa Nota, la classificazione dei

piani doppi per cui
bl 1l e P >l
fra i quali rientrano i piani doppi di genere s 1perficiale 1 possedenti una effottiva

curva canonica ellittica. La classificazione s intende f tta

; ssegnando i 4ipi cui
1 nominati piani doppi |z 1/ (zy) possono ricondursi con una trasformazione
birazionale su z,y. ;

superficie algebri-

(*) Cfr. il cap. VI della mia Introduzione alla ¢
i /
Soc. It. d. Scienze, 1896 : Castelr

:he. Memorie della f
oppur movo e Enriques, Sur gueloye
résultats... Mathematische Annalen, B, 48, riques, Sur quelques

() Sui piani doppi di genere uno. Memorie della S

e, It, d. Sc

enze, 1896,
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I tipi dei piani doppi di genere lineare p =1 e bigenere P > 1,
sono i seguenti:
1. Piani doppi con curva di diramagione C,, , d'ordine 2n(n > 3),
dotata d’un punto O (2n—4)*'° o (20— 3)P° ¢
1) nessun'altra singolaritd

Po=py=n—2 P—21—35;

2) un punto 4°"° distinto da O
Pn=1py n—38 P=2n—6;
3) » coppie di punti 3¢" infinitamente vicini allineate con O (che &
essenzialmente (27 — 4)r'°) sopra rette facenti parte di C.
)

Ppp=n—2—r, Pg=7pPn 0 pg=0, P=2u—5—r;

4) » punti 4*" infinitamente vicini ad O (22— 4)r'°, o » punti 3"
infinitamente vicini ad O (22— 3)M'° (37 = 2n— 3)

Pr=—Pyg=n—2—r1r P=2n—5—2r

5) » punti 4P" infinitamente vicini ad O (essenzialmente (22 — 4)r')
ed inoltre A& (> 0) coppie di punti 3" infinitamente vicini ad O sopra rette
per O facenti parte di C,, (474 3k =2n—4)

9

Pn Py = n—2—nr—h B 2 —5—2r—h.
II. Piani //u///;f di cui la curva di diramaszione si compone di r curve
Cas con 9 punti sP comuni (appartenents ad un fascio di Halphen), ed

eventualmente anche (per r,s dispar: ed s > 1) della cubica Cs che passa

r1
gopilior itgies [ Eom

per 9 punte:

3y — 4 :
P= /;j— per s =1 (7 pari) ,
P [v'/‘] per s =2
P — srt1 vl apa
> [ll] S Bl

;_:] per s > 3.

Viene qui designato in generale col simbolo [e] il massimo intero contenuto

nel numero o.

12 notevole il fatto mostrato dagli esempi in cui P > py—+ pV, fatto che
non ha riscontro per p‘ 1.

Si osservino in particolare nella categoria I i piani doppi del tipo 3,

di genere 0 o 1, aventi il bigenere P =n —7 o risp. P =7n—G6; il conto

delle costanti ne prova 1' effettiva esistenza almeno per » = 16 o risp. 7 <




Per 2= 5 si ottiene un piano doppio del tipo 3 che non rientra nelle
condizioni dell' enunciato, ma offre esempio di una superficie coi generi
pm=—1 p 0 di cui il bigenere vale P 1, la quale non pud quindi
essere riferita ad una rigata ellittica come le superficie note fin qui coi ca-
ratteri p, —1 p,=0.

2. Alla ricerca dei piani doppi che hanno i caratteri assegnati

(p®=1, P>1),

dobbiamo far precedere alcune osservazioni relative alla determinazione delle
curve canoniche e bicanoniche di un piano doppio di cui & data la curva di
diramazione Cs,, (d ordine 2x).

Le immagini d

lle curve canoniche, aumentate di eventuali componenti
eccezionali che corrispondono a punti semplici della superficie, sono date da

curve doppie C,—s d'ordine » — 3, assoggettate ad avere opportune singo-

larita nei punti multipli di C,, (*).

Se la Cy, ha punti multipli ordinari, distinti, & facile vedere (2) che
ogni punto 271"° per essa ¢ (2 — 1) per le C,—3, ed ogni punto (2; ~ 1)plo
di Cy, & del pari (i — 1) per le dette C,_

E noto, fino dagli esempi presentatisi al sig. Nother, che le moltepli-
citd imposte alle C,—; possono aumentare se la C,, ha punti multipli infi-
nitamente vieini.

Volendo ric

are la molteplicitd imposta alle C,_, da un punto O,
multiplo per C.,, a cui sieno infinitamente vieini altri punti multipli, si
faccia nel piano una trasformazione quadratica generale, avente in O un punto
fondamentale. Allora ad O viene a corrispondere una retta fondamentale o
che entra come parte nella trasformata di C,, . e

p amente deve essere

contata un numero pari o dispari di volte secondo la molteplicita di O per (',

Nel primo caso, questa retta o, come ¢ mponente della curva di diramazione

nte esser tolta; ma nel secondo

d"un piano doppio pud ugual caso

figura essenzialmente. una volta, unita alla residua parte C' della detta tra-
sformata. Ora la C" verrd ad avere su # dei

punti multipli che corrispondono
li C,, cadenti nell' intorno di 0,

al punti multipli ed hanno le stesse mol-

teplicita di essi. Queste molteplicita

1 trovano aumentate dj 1 per la ¢ 4 ¢4
Di qui, se si considerano le trasformate delle ¢ si ritorna poi alle ('I

mpongono 1 punti multipli di ¢,
che cadono nell' intorno (di 1° ordine) di 0

si deduce che le molteplicitd che loro

ono da valutarsi come se (uesti
uperiore di 1 a quella effettiva, da
vere nel punto O

punti avessero per C,, una molteplicita
cui pud resultare che le C,_, debhano

: stesso una molte-
plicita maggiore di quella innanzi asseenata. Con cid si & tenuto nto dei
I 0 0 ae

lella mia N

Nota. Sopra le superf aloehricl )
niche sono iperellittiche. Rendiconti della R. Ac lei Linc

(2) Cfr. Introduzions cap. VI

curve cann
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punti multipli di Cy, che cadono nell intorno di 1° ordine del punto O. Se

i vuol tener conto dei punti multipli di essa che sono nell intorno di 2°

ordine, occorre far uso di una trasformazione quadratica applicata a C' pren-

dendo come punto fondamentale uno dei punti multipli che la C' ha su «.
Applicando successivamente questo processo di trasformazione, fino a scio-
gliere la singolarita della C,, nel punto O, e ritornando sempre alla C,, ,
@ facile determinare in ogni singolo caso le molteplicitd che vengono imposte
alle C,_; in O e nei punti multipli infinitamente vicini ad esso. Ma 1" espres-
sione generale di queste molteplicitd, quando & data la composizione del
punto O, si presenta un po’ complicata, soprattutto nel caso in cui 1 punti
multipli dell intorno di O si succedano sopra rami non lineari.

Pel nostro scopo basta indicare il seguente resultato relativo al caso
in cui i punti multipli di C,,, infinitamente vieini ad ogni punto multiplo
anti per O.

proprio O, si trovino sopra rami lineari pass

Indicando con 7,8, 7, ... le molteplicith dei punti A,B,C.. di C
che si succedono sopra un qualsiasi ramo lineare avente 1'inizio in un punto
pPlo O, e facendo uso del simbolo [o] per denotare la parte intera del nu-
mero ¢, si ha:

Le C,_, sono assoggettate alle condizioni di avere

1) la molteplicita [ =—1 | in A;
I 9

7

2) la molteplicita complessiva [ in A, B (per modo che

i rami lineari di curva per A, B, abbiano complessivamente riunite tante
intersezioni colle C,—s);

. g ¢
3) la molteplicita complessiva [g— ] in A, B, C ecc.

Di qui si ricava in particolare che, nelle ipotesi introdotte: ogni punto

270 per C,, ha sempre la molteplicita 7/ —1 per le C,—; e non maggiore;
~+ 1)re di C,,, risulta (7 — 1) o 7', al pib, perle (

ogni punto

Si ricava ancora che le singolaritd pit semplici della C,, , abbassanti di 1
il genere (numerico) del piano doppio, sono: un punto 47°, o due punti 3¢
infinitamente vicini, ossia un punto [3,3].

Passando ora alla determinazione delle immagini delle curve bicanoniche
sul piano doppio che ha come curva di diramazione C,,. osserveremo che
(ui sono anzitutto da distinguere due casi, secondoché le dette immagini B

_y, ossia d' ordine 22—6

sono curve doppie e quindi d'ordine doppio delle (
(B=0Cqy.- 5), Oppure curve sempliei d' ordine 47 — 12 ( B Cyin=r2); nel 2¢ caso
esse non formano piu, generalmente, un sistema lineare.

)

Le condizioni di molteplicita delle immagini B delle curve bicanoniche,

relative ai punti multipli di C,
nonico @ doppio del canonico; quindi un punto ordinario 277" o (274~ 1)r'e

discendono dal fatto che il sistema bic:
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di C,, sard 2(;— 1)?' per le B C (doppie), e 4(/— 1)P'® per le

B = C,,—» (semplici). Ma occorrono speciali riguardi quando si hanno punti
multipli infinitamente vicini. Cosi se la Cy, ha un punto [3, 3] (pel quale

le immagini C,—; delle curve canoniche debbono passare semplicemente) le

B = C,,—; dovranno passare semplicement te punti tripli infinita-
mente vicini che lo compongono e le B == C,,_,, dovranno passarvi doppia-
mente ('). E per noi basta limitarci all’ osservazione relativa a questo caso.

3. Veniamo ora alla determinazione dei piani doppi pei quali

Le superficie corrispondenti posseg o"=! curve bicanoniche di cui il ge-
nere vale 3p®™ — 2= 1; queste curve costituenti un sistema lineare sono

dunque composte colle curve ellittiche K di un fascio, giacche 1' esistenza di
un sistema lineare oo* di curve ellittiche irriducibili porterebbe 1' annullarsi
del genere e del bigenere della superficie. la quale anzi risulterebbe ( ) ra-
zionale o riferibile ad una rigata ellittica.

Ora la superficie F' che é immagine di un piano doppio di generi p4 s
P> 1, é trasformata in sé stessa da un'involuzione (razionale) I. la quale
trasformerd in sé stessa ogni curva K del fascio nominato. o scambierd fra

loro le curve K accoppiandole. Ir )

ogni ¢

e curve K ayranno come corri-
spondenti, sul piano doppio, le curve L di un fascio, e le L
nali (I) o ellittiche (II)

4. Poniamoci nel primo caso. E

saranno razio-

ttuando all' occorrenza una trasforma-

zione hirazionale del piano si pud (%) supporre ridotto il fascio delle I

s ad
un fascio di rette, avente un certo centro 0. Allora la curva di dirama-
)

2n—4, o, in partico-
lare, 272 — 3. Si pud anche supporre la C gid ridotta
I

zione C,, del piano doppio avrd in O la

(con trasformazioni
quadratiche speciali aventi un punto fondamentale in 0) ad

i avere soltanto
punti multipli distinti da O, o punti multipli infinitamente vicini ad O che

S1 succ

lono sopra rette per O. Infine si pud supporre che la C
dine minimo tra quelle che si ottengono colle

abbia 1’ or-
trasformazioni suindicate. I

appena necessario avvertire che in C,, debbono sempre essere comprese, una
volta, quelle curve fondamentali (che nascono da punti del piano nelle tra-
sformazioni precedenti) le quali verrebbero a figurare in essa un numero di-
spari di volte.

1) Cfr. Castelnuovo, Sulle superfic

(2) Castelnuovo, Sulle superl. et
ellittiche. Rendiconti della R. Acc. de

(3) Nother, Ueber Flichen, welc)
Annalen, ITI

tzen. Mathem
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Date le ipotesi precedenti le singolarita di Cj, che possono influire ab-
bassando il genere del piano doppio, sono soltanto (cfr. n. 2): se O & (22 — 4)ple
dei punti 4P o dei punti [3, 3] (coppie di punti tripli infinitamente vicini)
se O ¢ (27— 3)P'° dei punti tripli infinitamente vicini ad O o dei punti [3,3];
ciascuna di queste singolaritd abbasserd di 1 il genere del piano doppio,
poiché i gruppi di »— 3 rette per O rappresentanti le curve canoniche, do-
vranno contenere come parte fissa la retta congiungente O con un siffatto
punto s

N

osservate le seguenti condizioni:

1golare.

, per la irriducibilitd ad ordine minore della C,,, dovranno essere

a) Se la C,, ha un punto 4 A distinto da O, essa non possiede,
oltre A ed O, alecun punto singolare influente sul genere. Infatti un tal punto
non potrebbe essere fuori di OA, e d'altra parte neppure su OA senza che
questa retta si staccasse due volte da C,, e dovesse quindi esser tolta dalla C,,
stessa.

b) Se la Cy, ha un punto 4¢'° infinitamente vieino ad O, non pud
avere punti [3, 3] distinti da O.

¢) La Cy, non pud avere due punti 3¢ infinitamente vicini, distinti
da O e non allineati con esso: se O & (22— 3)P'* la C,, non pud avere
neppure un punto [3, 37 infinitamente vicino ad O (due punti 3¥" consecu-
tivi su una retta per O) giacché la sua congiungente con O si staccherebbe

due volte da ( e dovrebbe quindi essere soppressa.

Restano cosi i seguenti casi tipic

1) Cey con O (22— 4)P'° o (22 — 3)P'°, senza altri punti multipli o

con un punto 4r'° A distinto da O.
Le curve canoniche sono date da tutti i gruppi di 2 — 3 rette per 0,
0 risp. dai gruppi di » — 4 rette aumentati della parte fissa OA; quindi

P Pa=mn—2 o0 risp. p,=p n—3.

In quanto alle curve bicanoniche, esse sono composte colle curve ellit-
tiche K rappresentate doppiamente sopra le rette per A; esse vengono date
dunque dai gruppi di 2(z — 3) rette per O di cui fa parte, eventualmente,
la OA contata due volte, percid

P 2n—5 o P 2n— 0.
2) Cy, con O (22 — 4)''°, 7 punti 4" infinitamente vieini ad O, 4 punti
[3,3] infinitamente vicini ad O (su altrettante rette per O che si distac-
cano da C,,), dove

ir + 3h = 2n— 4.

Le rette per O contenenti i punti 4°" si staccano una volta da tutti i

gruppi canoniei C,—; di # — 3 rette per O e due volte dai gruppi bicano-




— 240

1

niei di 2(2 — 3) rette; le rette per O contenenti i punti [3,3] si staccano

pure una volta dai gruppi C,—s ma pure una volta sola dai gruppi bicano-

nici; per conseguenza si trova

) i n—2—1 P—22—5—h—2r
3) C,, con O (22— 4)'e ed & punti [3,3] su rette per O che si

distaccano dalla Cs,. In questo caso si trova (come precedentemente)

Pn=1 —2—h P=2n—5 / P 0p 0
se il p, risulta negativo.
1) Oy, con O (22— 3)""° ed » punti 3" infinitamente vieini ad O.

Questo & un caso particolare del caso 2); ancora

g —r P—21—5—2

i r © &

Matematica. — Osserva zione sui massimi e minimi delle /‘////A
/i, Nota di

G. Vivanri, presentata dal Socio

\/‘,/,,,I di due /'r/,‘r.«/h/'
V. CERRUTL

Si dice che una funzione f(z,y) di due variabili #, # ha un massimo

0 un minimo in un punto O («, %), se pud assegnarsi un intorno di questo

punto, in tutti i punti del quale la funzione abbia valore minore, o rispet-

tivamente maggiore, di f(z, ).
Pud avvenire, come si sa, che su ogni retta uscente dal punto O possa

assegnarsi un tratto finito in tutti i punti del quale la funzione sia p.

es.,
maggiore di /(z. /), senza che essa abbia in O un minimo; cioé la funzione
pud avere un minimo nel punto O rispetto a qualunque retta passante per
esso senza avere in quel punto un minimo.

Ci proponiamo di dimostrare, che la stessa cosa non pud aver luogo

she tutte le retfe, sico

quando, anz iderano tutte le /izee uscenti dal punto O,
Qui occorre precisare cuni concetti.

1 Mo che ]'4 (& ( L2 Y 3 b
Diremo che una linea & continua, se essa possiede le due seguenti pro-

prieti:
a) Dati due punti qualunque della linea, e data una quantitd arbi-
pud iseriversi nella linea una spezzatz avente o

trara o,

: 1 estremi in quei
due punti, e i cui lati sieno tutti minori di o ;

b) Ogni punto-limite d' un insieme di punti posti sulla linea ap
. . g ¢ nea appar-
tiene alla linea ().

(1) Questa definizione di continuo linear: la ste che fu
Math. Ann,, t. XXI, e Acta math, t. II) pel continuo

mensioni.

data da G. Cantor

un numero qualunque




