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Matematica. — Sugli spazii a curvatura costante. Nota del
dott. REmicro Banaw ('), presentata dal Socio BELTRAMI.

[1.
La deformabilita dello spazio di Ricei.

§ 4. Lo studio della deformabilita dello spazio di Ricei deve attaccarsi

ad alcune considerazioni che formano 1" oggetto del 1° Capitolo del mio lavoro:

stura nulla e due equali (An-

Sulle varieta a tre dimensioni con una cur

nali di Matematica, 1896). In questo capitolo si dimostra come le condi-

» variabili indi-

zioni necessarie e sufficienti affinché un elemento lineare a

pendenti

appartenga ad una varietd a tre dimensioni a curvatura totale nulla, con-
sistono in cio:
1° che i simboli di Riemann ad esso relativi (che indicheremo ora con

") siano decomponibili secondo le equazioni:

(A) @, Ga"e (G = Ays &,

1 sistema di funzioni 4, della forma

2° che esista almeno u

(€) Ops = €p Il
le quali soddisfacciano ad un tempo alle lgebriche :
N7 e . )
(D) \ Zr@§ Zrcy Y (
I N =N pmg 1
Doty =B S }
(E) s =—

e alle equazioni fondamentali (B).

Ed & opportuno ricordare come alle (D) equivalgano le

(D) a, g~ 8,8 -+ v
e come le funzioni ¢, g rappresentino, cambiato il segno, le due curvatur

considerata.

principali non nulle della varie
Ora si riprenda 1 elemento lineare dello spazio di Ricei sotto la form

(3) [s da® < (d6* -~ sen*6d x*)




Per miglior ordine di trattazione verifichiamo, quantunque possa sembrax

superfluo, come per quest’ elemento lineare le condizioni precedenti siano sod-

disfatte. Dal calcolo diretto dei simboli di Christofle Riemann, fatte

corrispondere le variabili e, 6,y rispettivamente alle variabili

lelle formole generali (5),(6) (') risulta che i primi sono tutti nulli, tranne

S1 riconosce ra subito che a 1tto sono soddisfatte le condizioni (A”)
e si 1 llo stesso tempo 1'identitd delle mi «"” (e quindi
delle ¢, (%)) con le derivate prime della variabile e.

S 5. Quanto alla seconda parte, un sistema di funzioni 4, della forma

ichiesta si deduce, unico e determinato, dalle (D) ed (E) stesse, quando si

1bbia

( tale sistema soddisf:

le equazioni fondamentali

(




dalle quali risulta

Ora a tale sistema di funzioni corrisponde una speciale configurazione

(unica) dello spazio di Ricei, nella quale si conservano egunali e costanti in
{

tutti i punti le due curvature principali diverse da zero. E

sa costitulsee

erficie molto notevole, della quale non si saprebbe indicare 1 ana

nella geometria a due dime

superficie intermed in certo mode

a (che ha in ogni punto le tre curvature prin

1li eguali e co-

stanti) e il cilindro a tre dimensioni (che ha in ogni punto due curvature
nulle e costante la terza), ma essenzialmente diversa dall'una e dall altro

come ¢ facile dedurre dalle considerazioni del § 2. Di

ssa ¢ fatto qualchq
cenno nel mio lavoro piu volte citato

§ 6. I1 problema di cui ei occupiamo s ques
riconoscere se, oltre a quello definito dalle (8) esistano altri sistemi di fun
zioni b, della forma (C) che soddisfacciano alle equazioni (B), (D), (E), «
in caso affermativo procedere alla loro det

Comineiamo a tal uopo t ¢
equazioni algebriche (D), per una osserva
(9) S

le (C) forniscano
(10) 0

cosicche risultano fin d' ora determir

Per le (9),

quelle fra le rimanenti equazior
| |

si riducono

alle secuenti:

\7 ‘r - 3 / 1
( 72y 72 I

le quali, con le sostituzioni indicate dalle

2 oy 5 " NS T
P VAl v 7 Lst 7

posti per le a gli elementi del sistema reciproco a quello dei coefficienti

dell' elemento lineare (3), prendono la forma

Be yeseno - 3y ) 0

52 . send - 3 sen®#

(D)) :
1
Ve T 3=z sen 0
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e queste equivalgono all¢

(D) ¢

ttamente dalle (D)

che si deducono

Un'altra delle funzioni pud determinarsi nel modo segu
prodotti membro a membro delle due ultime equazioni (D',) togliamo ri-
spettivamente 1 quadrati dei due membri della prima. Abbiamo:

Se al primo membro di questa equazione, moltiplicata pex aggiun-

siamo e togliamo i termini

due de
h ment ¢
) er m 1

ono, ck m porfa nessuna

‘ ziall (B) da cui dipendono I

funzioni incog CH:
Trasformiamo ora equ |
I 1 juazioni d li 1o elemento li

neare (3) e tenendo conto delle (10). B



e le o Avremo
., db (
Oy y c® (Apr,2 b = ¢ Uya) — (a b
da | sen-6
(zi=c/, 05 % D 1502 , 9}
Da questa formola deduciamo subito che, fra le
calcolare, sono nulle le seguenti:
Le altre assumono la forma:
5 /
(24 Lee «
1L cos
7 — ¥ end
(/ cos
de — ° sen ¢
S ¢
) sen #
/ - senf cos b —

Percid quelle fra le equazioni diff ali (B), che non
trasformano come segue:
(B") 0
«
Alas cos
\ ay -l [ send
(B")
d (
/ — — hes sen 6 cost - ¢
H x St
Possiamo adunque concludere che
Qu { S J S a
1 ) SP ) A", S L
(10), (11). @ a ( 0 S S n
e By Bsn 3 B (B') ¢ (B")
§ 7. Rimarrebbe da procedere a tale eliminazione,
tualmente il sistema d

e a noi importa

risultano identita. si
s 6
no
a dar ”
: .
r: ch

(11)

e da completare even

equazioni differenziali risultante, con quelle che espri




mono

slamo giung

lare, sono, per le
inoltre facilments
sono altro che ris

11’ elemento linea

neognite rimaste,; m
stro problema s¢ 1 alt

ti che rimangono da

varl Xy Sl
cui soddisfan

a po

1

plica-



Riferendoci alla forma (12) dell’ elemento lineare ed effettuando il cal-

colo dei simboli di Christoffel e di Riemann, si trova che fra i primi sono

diversi da zero soltanto i seguenti:

— «
— @ sen*d
— Ta” senfcosb:

cosi pure 1 secondl sono tutti nulli. tranne

o
%

Anche per queste superfici mo adunqu ydd le lizioni (A")
del § 4, ed é constatata 1" id 1 1 1Z1oni ¢ (e quindi anche d !
on le derivate della variabile e

Considerazioni affatto analoghe a quelle del § 5 dimostrano inoltre
un sistema di coefficienti pe 1 seconda forma fond ntale delle variet
considerate & il seguente

= \ — 0y Cy)

Volendo determinare tutti i sistemi di coefficienti della forma (C)

soddisfanno alle (D) o (D"), alla (E) e all
i coefficienti dell’ elemento lineare (12), osserveremo anche qui come endosi

dalle (D)

; ()
risulti:
(13) 0
e le (D) si riducano alle seguenti
3, 3 0
) ( sen=#
dalle quali, con 1el § 6, possiamo re
(14)
1 ) ia M




Per calcolare quelle tra le fu che compaiono nelle equazioni

fondamentali (B), ricorreremo alla fo

J — ( bi=l ( )
2 o® sent 6
P ). ']
( @, 8,y pe 2,3)
trovereme
; L 0
« « (
9 97
[ [é C [ e &
cos 6 cos 6
; 9 )
p - sen ¢ t " send
cos 6
) sen #
7 cos 6
; =23 514 sené cosh
iy € /]
Percid le equazioni fondan stesse si riduc Ile segu
\ 2 «
(15)
, c ¢
(2 ¢
cos
\ dy a6 sen 6
(16)
/ 1} } o /]
— end cos6 -
7 sen ¢
Quindi abbiamo dimostrato che eorema del § 6 pud estendersi alle
t lemento lineare (12) ute alle equazioni differenziali (B') (B")
le equaz (15) (16), dalle quali solo le prime sono formalme te diverse

corrispondenti (B').




Con le posizioni

fu(8, ) =775 Va3 fu(® . 0) =775 Vn i ful,0) =15
questa equazione si riduce alla forma

(14")

mentre le (16) formalmente non mutano, dar

(167)

Le (14),(16") sono rispettivamente le equazioni di Gauss e di Codazzi

che, nello spazio euciideo appartengono a due dimensioni

. 1 :
cio¢ alla sfera di raggio - . Potremo dunque concludere:

a s na y
sono deforma Il 7 {
Su una lale / 7
«
1 ;
della 3 : n he 3 -
stema }
yuesta (13)
0 o« [ / Qe (Y
1 14 14 At
n Sis 1 ( coefl 7 lells
DriY ( sa
anche qui la possibilitd della determinazione geor ica di una

delle configurazioni delle varietd studiate per ognuna delle superficie a due

determinazione inversa.

dimensioni applicabili sulla s

Quale interesse il ravvicinamento di questi due problemi possa avere

per entrambi sard studiato in altro lavoro.

(M) A g te iy




