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coi parametri 6 e i coefficienti di u,, ed hanno apolari le quadriche

3 R
1§t 18 =0

costituite dal punto & =0 e dai punti del piano 2, — 0 (caso limite del

precedente). Colla trasformazione y, a'z s

Ys = d'z¢ eseguita sopra una delle (18), si trova I'equazione

Ye = 1[':3 y Ysa=aas;,

0, 25" - 0 su, (2,22,

)=0,

ove %, & qualsiasi ma determinata.

22. 11 caleolo dei sistemi  si pud fare o col metodo qui seguito, ap-
plicando cio2 il teorema del n. 5 o col metodo (meno semplice) adottato
nella Nota dell'Accad. di Torino, applicando ciod le identitd (3).

L' esattezza dei risultati fu pure verificata per la seconda via, il che &
utile osservare, specie per i casi limiti (Cfr. n. 15).

Si noti ancora che, mentre nei primi cinque casi si ha una semplice

definizione geometrica, comune ad essi, dei sistemi .4 (n. 18), negli altri

1 si sono trovate soltanto le equazioni di tali sistemi. Non & difficile pero
dare una interpretazione geometrica di queste equazioni in ogni singolo caso
(e I'interpretazione si pud fare in vario modo) analoga a quella data nella
Nota suddetta. Ma, per ora, si tralascia di esporre cosifatte singole interpre-
tazioni, talune sono ovvie, di cui mentre altre (specialmente quella del

Caso 11°) si presentano in forma molto complessa (1).

Matematica. — .\'/)/))‘/'l le .\‘///n'z'//m'ﬂ che POSseqqono un /'«(.\‘/?/u
ellittico o di genere due di curve razionali. Nota di FEDERIGO

Enriques, presentata dal Socio CREMONA.

I1 sig. Nother (%) ha considerato le superficie algebriche che posseggono

un faseio di curve razionali C, ciod una serie di curve razionali C dipen-
denti algebricamente da un parametro, tale che ogni punto generico appar-

tenga ad wna cwva C. Egli ha dimostrato che « ogni superficie possedente

(') In queste interpretazioni conviene introdurre la nozione di punto d' iperoscula-
zione, ciot punto semplice di una superficie il cui piano tangente taglia in una linea con
punte 2"° nel punto di contatto, costituita quindi di » rette per il punto (condizione ne-

c

essaria e sufficiente per ¢id & che la prima polare del punto si spezzi nel piano tangente

I'ordine # — 2 non passante per il punto): e conviene anche conside-

e in una superficie
rare quel particolare punto d'iperosculazione, in cui le n rette, costituenti la sezione, for-
mino un gruppo cielico-projettivo,

(%) Ueber Flachen, welche Schaaren rationaler curven besitzen, Mathem, Annalen,
Bd. 3.
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un faseio di curve razionali C si pud trasformare birazionalmente in una
superficie possedente un faseio di coniche; quest'ultima superficie (e quindi
la prima) si trasforma in una rigata se si pud determinare una curva uni-

secante le coniche del fascio ». Ma 1'esistenza di una siffatta curva unise-

cante viene stabilita soltanto se il genere p del fascio (considerato come ente
algebrico o' che ha per elementi le ) & nullo, ossia se il fascio delle C
o lineare. Resta dunque ancora insoluta la questione « se una superficie pos-

sempre riferibile ad una

sedente un fascio irrazionale di cwrve razionali s
rigata (avente il genere p del fascio) ».
Tale questione viene qui risoluta affermativamente quando p=1 0 p

viene dunque stabilito (con una concisa dimostrazione) il teorema:
Ogni superficie /m\\,,/w//‘w un faseio ellittico o di genere due di curve

igata (risp. ellittica o di genere due).

razionali si pud riferire ad una 7

I estensione del teorema per p >2 formerd oggetto di una Nota

ulteriore.

1. Sia F una superficie possedente un fascio di genere p di coniche.
appartenga ad uno spazio S,, dove » é grande

Possiamo supporre che ess:

quanto si vuole, e che le nominate coniche C di essa stieno in piani non

intersecanti ulteriormente la superficie. Si scelga una qualsiasi curva X uni-
secante i piani 7, e si proietti ogni conica C dal punto della % che appar-
tiene al suo piano, in un S, fissato.

La superficie ' viene cosi rappresentata sopra una rigata doppia ¢ di S,_,,
la curva di diramazione sopra ¢ @ costituita da una curva K bisecante le
generatrici, ed eventualmente anche da un certo numero ¢ di generatrici ... ;.
Queste debbon esser tangenti a K (o incontrare K in punti doppi) perché
ogni generatrice di ¢ che non tocchi K é proiezione doppia di una conica C
irriducibile.

Supponiamo per semplicita che i ¢ punti di contatto non sieno doppi
per K. Accenneremo poi alle modificazioni da introdurre nei ragionamenti
successivi, quando valga 1 ipotesi opposta.

Vogliamo costruire su ¢ una curva L, unisecante le generatrici, la quale

passi per i punti di contatto A, .. A; della K con @, ..4,, e tocchi la K
stessa negli ulteriori punti d'incontro.

Si scelga sopra ¢ un sistema lineare di curve 6 unisecanti le genera-
trici e privo di punti base. La dimensione » del sistema (completo) delle 6

potrd supporsi grande ad arbitrio, giacché il sistema stesso pud sempre es-

sere ampliato sommando alle curve primitive un certo numero di genera
triei di ¢ (')

Mediante il sistema scelto delle 6, si trasformi la rigata ¢ in modo
che le dette & vengano segate dagli iperpiani di un S,; si avrd una ri-

(1) Cfr. Segre, Courbes et surfaces réglées algébriques, II. Mathem. Annalen, Bd. $4.
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gata ¢’ di S,, sulla quale la curva K e le generatrici tangenti a, ... a, di g

avranno come corrispondenti risp. una curva A’ e ¢ generatrici tangenti /, ...

La curva K’ pud supporsi una curva normale dello spazio S,, altrimenti
la rigata doppia ¢’ potrebbe riguardarsi come proiezione di un'altra rigata
doppia di S,., avente lo stesso numero di generatrici di diramazione ("), e
si potrebbero riferire i ragionamenti che seguono a questa seconda rigata in
vece che a ¢'. Ora, indicato con P il genere di K’ (o di K), 1'ordine di K’
(supposto » > P), sard

m=r-P.

Questo ordine 7 avrd la stessa parith o disparitd di ¢ poiche la curva
K'+d'\+ - -}, costituisce la intera curva di diramazione della rigata
doppia ¢', e quindi 7 -0 & pari.

Si considerino gli iperpiani passanti per i ¢ punti di contatto di &, ...a'
con K', essi formano un sistema lineare la cui dimensione & (almeno) 7— 0.
Questi iperpiani incontrano ulteriormente K’ in 7m — o punti.

La determinazione degli iperpiani del detto sistema che toccano K’
. m 0 . oy G < as e :
In —— punti (cioé che toccano K’ in tutti i punti d'incontro cadenti fuori
di quelli fissati) si pud far dipendere, come ¢ noto, da un problema di bi-
sezione delle funzioni abeliane inerenti a K'. Questo problema ammette certo
soluzioni se
m-—e

2
ossia se si & preso

r= |'—I—y,

Ora (supposto appunto di aver preso » = P - ¢) gli iperpiani di S
che soddisfano alle condizioni richieste segano su ¢’ delle curve L', cui cor-
rispondono sopra ¢ le curve L domandate. Infatti le L, unisecanti le gene-
ratrici di ¢ passano pei ¢ punti di contatto di K con «, .. @y, @ toccano
ulteriormente la K stessa ovunque la incontrano.

2. Ritorniamo alla superficie F. contenente un fascio di coniche C, che
avevamo rappresentato sulla rigata doppia ¢. Alle curve L di ¢ corrispon-
dono sopra F certe curve A, bisecanti le coniche C del fascio, che hanno il
genere minimo fra tutte le bisecanti possibili. Avendo indicato con p il ge-
nere del fascio di coniche (che & il genere della rigata doppia ¢) il genere
delle 4, valutato secondo la formula di corrispondenza di Zeuthen sard

2p—1.

(1) Per la costruzione di tale rigata cfr. Segre, 1. c., pag. 4 (**).
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Le A possono eventualmente essere spezzate in due curve unisecanti le C.
[} cid che avviene sempre quando p = 0 ('). La presenza di una siffatta 4
spezzata basta a riferive punto per punto la superficie F ad una rigata di
genere p. Ci metteremo dunque nel caso pil sfavorevole, supponendo di aver
ottenuto una curva A irriducibile (p > 0).

La costruzione di una A di genere 2p — 1 su F & stata fatta nell' ipo-
tesi che sulla rigata doppia ¢ le generatrici , ... a, toccassero K in punti
semplici. Nell' ipotesi opposta si riesce ugualmente allo scopo introducendo
una leggiera modificazione: non basta piu che le curve L passino per quei
¢ punti, ma per ciascun punto doppio si esige un contatto della L con K
zioni di L e K assorbite in quel punto, ri-

tale che il numero delle inters
sulti dispari.

3. Rappresentiamo nuovamente la superficie F' sopra una rigata doppia
scegliendo perd la curva Z del n. 1, non piu ad arbitrio, ma in modo che

la proiezione di A sia la curva di diramazione della rigata. Basta percid

) che con-

determinare la % come luogo dei poli delle corde delle coniche C
giungono le intersezioni di A colle dette C.

Si indichi con @ la rigata doppia cosi ottenuta, e con A’ la sua curva
di diramazione omologa a A, alla quale eventualmente dovranno sommarsi
alcune generatrici di @.

Procedendo come innanzi (coll'avvertenza che un punto comune a 4’ e ad
una generatrice di @ & sempre un punto doppio) costruiremo su @ una curva
unisecante le generatrici e tangente alla curva di diramazione in ogni punto
d'incontro. A questa curva corrisponderd sopra F una curva ¢ (eventualmente
spezzata) di genere 2p — 1. La curva o, come la 4, biseca, le coniche C;
inoltre sopra ogni conica C le due coppie segate da 4 e da ¢ si separano
armonicamente. Possiamo esprimere questa relazione dicendo che 4 e ¢ sono
due bisecanti armoniche delle coniche C.

4. Supponiamo ora p=1. Come nel caso generale si ottengono sopra
la superficie F due bisecanti armoniche delle coniche C, aventi il genere

minimo 2p — 1; in questo caso ciascuna di tali bisecanti ¢ ellittica o si

spezza in due unisecanti. Prendiamo in esame 1 ipotesi pilt sfavorevole, in
cui le due bisecanti 4 e ¢ sieno irriducibili.

Possiamo costruire su F' un fascio razionale costituito da coppie di co-
niche C, scegliendo una ¢'s nell'ente ellittico oo! che ha per elementi le C.

Ora ci proponiamo di costruire su F una involuzione (di coppie di punti)
che trasformi ogni C nella coniugata, accoppiando dunque le C nel modo
detto innanzi.

Si prendano in un modo particolare due C coniugate: sieno C, e Cs.
Indichiamo con A, A’, e B, B, le coppie di punti segate su C, risp. da 2

() E cosi appunto si pud riferire la F ad un piano. Cfr. il n® 9 del mio lavoro
Sulle irrazionalita... Mathem. Annalen — Bd. 49.




e da o; e indichiamo similmente con A, A, e B, le coppie segate da 4

e da o su C,.
Facciamo corrispondere sulla curva ellittica 4 i punti A, A, (oppure

A, A'y); otteniamo una involuzione razionale 4',; questa g', € notoriamente
permutabile colla involuzione ellittica y'; e percid contiene pure la coppia

A

i due punti in cui 1'una di esse ¢ segata da 4 corrispondono ai due punti

A’y (o risp. A', Ap). Ora se si prendono due altre C coniugate, generiche,

di sezione dell’alfra in un modo che @& razionalmente determinato, appena
sia fissata su 4 la nominata ¢’ (la scelta di questa 4’ dipende da un’ir-
razionalita quadratica puramente aritmetica).

Associando i punti B, B,, B', B’ della curva ellittica o, otterremo d-1
pari sopra di essa una involuzione razionale ¢, permutabile coll'involu-

zione y'y segata dalle C, e mediante una tale g’y risulterd fissato razional-

mente un riferimento ordinato delle due coppie di punti segate da o sopra

due C coniugate.

1

Cio posto, date due C coniugate generiche, ai quattro punti in cui 1" una

di esse ¢ segata da A e da ¢ si possono far corrispondere ordinatamente i
quattro punti d'incontro dell’altra colle stesse due curve, e poiché le due
quaterne di punti sono armoniche, e si corrispondono in esse le coppie di

punti coniugati armonici, le due coniche C risultano riferite proiettivamente
in un modo determinato.

Ora le coppie di punti omologhi di due C coniugate, danno luogo su I' ad una
involuzione I che accoppia le C coniugate, come appunto avevamo richiesto.

5. Si costruisca una nuova superficie F' i cui punti corrispondano alle

coppie dell involuzione I oftenuta su F. Alle coniche C di F corrispondono

su I curve razionali C', e precisamente ogni C' corrisponde a due C coniu-

gate. Le C" formano dunque su F" un fascio lineare di curve razionali. Al-
lora (col sig. Nother) si pud costruire su F" una curva unisecante le C'
(cfr. anche il n. 2). A questa corrisponde sopra F' una curva unisecante le C.

Tanto basta per affermare che la superficie F pud essere riferita bira-

zionalmente ad una rigata ellittica, di cui le generatrici corrispondono alle C.

6. I1 metodo precedente si fonda sopra la circostanza che « date due

curve ellittiche 2 e ¢ rappresentate doppiamente sopra uno stesso ente el-

littico (o curva) y, ogni ¢» di y corrisponde (in due modi) ad una (co-

niugata di sé stessa) tanto su 2 che su ¢”. L’ ente ellittico y era nel nostro
caso il fascio delle coniche C della superficie I', nel qual fascio appunto
avevamo scelto una ¢', qualsiasi.

Ora evidentemente basta pel nostro scopo aver constatato 1'esistenza di

una particolare di y cui corrisponda tanto su A4 come su ¢ una g, (co-

niugata di se stessa).
Osservato cio, il metodo si estende senz'altro al caso in cui il genere p

del fascio di coniche C, 2.

valga p

Renpicontr, 1898, Vor. VII, 2° Sem 38
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) w 92 » pop
Infatti si ha il seguente lemma: ogn: curva di genere 3 rappresen-
ell @ e Dercid y
tata sopra una curva doppia di genere due, ¢ iperellittica; e percid « se

2p — 1 3 sono rappresentate doppiamente

due curve 4 e o di genere
di y corrisponde tanto su 2 come su ¢

sull' ente y di genere p =2, alla
una ¢'s (coningata di sé stessa) ».

Resta da ciustificare il lemma precedente.

A tal fine (procedendo per assurdo) si dimostrerd che una curva di ge-
nere 3 non iperellittica non pud essere riferibile ad una curva doppia di
genere due, ossia non pud contenere una involuzione di coppie di punti senza
coincidenze. Per cid basta considerare la quartica plana senza puntl doppi
(curva canonica di genere 3, non iperellittica), ed osservare come una invo-
luzione sopra di essa viene subordinata da un’omologia piana armonica, di

cui 1'asse incontra la quartica in qualche punto unito.

Fisica. — Swlla variazione delle costante dielettrica del
caoulehoue per la trazione (). Nota dei dott." O. M. CoRBINO e
F. CANNI1ZzO, presenfata dal Socio BLASERNA.

Ci siamo proposti di ricercare se la trazione abbia influenza sulla costante

dielettrica del caoutchoue.

La disposizione impiegata ¢ analoga a quella descritta in un lavoro pub-

blicato da uno di noi sull'influenza della trazione sulla costante dielettrica

1

I'ig

vetro (*). Un rocchetto di Rumkorft (fig. 1), animato dalla corrente di

del

m)

Lavoro eseguito
dal prof. Damiano Maca

(%) 0. M. Corbino, Ricerche sulla variazione dell tant
: me della costant:

nel Laboratorio di Fisica della R. Universita di Palermo, diretto

lielettrica per la tra-



