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Ambedue le volte le superficie corrispondenti, applicabili sulla sfera di
raggio = 1, hanno le linee di cwvatwa »— situate su piani per
I"asse z e percid le linee di curvatura dell’ altro sistema sono sopra sfere
col centro sul medesimo asse, ortogonali alla superficie. Esse appartengono
alla classe di superficie di Enneper e precisamente a quel caso limite la cui
esistenza, sfuggita ad Enneper, fu avvertita da Kuen ('). Aggiungiamo
{7
21
commensurabile: Ze linee di curvatura sferiche delle corrispondenti su-
perficie a curvatura costante k= -1 sono curve algebriche razionali.

1’ osservazione che se nelle ultime formole si suppone la costante = Ve

Matematica. — Sulle singolariti di una funzione che dipende
da due funzioni dafe. Nota del Corrispondente S. PINCHERLE.

Tl recente teorema pubblicato dal sig. Hadamard nel T. XXII degli
Acta Mathematica e che ha cosi vivamente destata 1" attenzione degli ana-
listi, ha suggerito al sig. Hurwitz (!} una osservazione assai interessante. Il
sig. Hadamard dimostrava che date due funzioni

f@)=X pua®, file)=2 gus"
la funzione definita dalla serie
HE) = D nbpa®

ha singolarita nei soli punti i cui affissi sono il prodotto dell’ affisso di una
singolarita di f(z) per quello di una singolaritd di /fi(z) (*); invece il sig.
Hurwitz considera due funzioni «(z), g(x) definite dalle serie

Un 4 /L.n
a('Z‘) = L g+l ) (.,C) T I rian

e dimostra che la serie

n (/Z

(1) )= Z(an Fy + nap I =55 2 i S ”'r/'n)Tf]

rappresenta una funzione avente singolaritd mei soli punti i cui affissi sono
la somma dell’ affisso di una singolarith di e(z) con quello di una singola-
ritd di ¢(z). Egli limita perd la sua dimostrazione al caso che le singola-
rith di e(z) e B(z), fuori del punto # = 0, siano poli del primo ordine.

(1) Sitzungsberichte der Akademie zu Miinchen, 1884, Heft II.

(2) Comptes rendus de I’Académie des Sciences, 6 février 1899.

(3) Ed inoltre, se ¥(2) non & uniforme, eventualmente anche nel punto z =0, come
ha fatto osservare il sig. Borel (Bulletin de la Soc. Math. de France, T. XXVI, 1898.)
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Ora, nello stesso modo che y(z) si ottiene da f(z) ed fi(z) mediante
una speciale operazione distributiva ('), cosi anche la funzione y(z) & otte-
nuta da «(z), ¢(z) mediante un’operazione distributiva, dalla cui conside-
razione, senza che occorra ricorrere ad integrali curvilinei, & possibile di ot-
tenere la dimostrazione del teorema del sig. Hurwitz, in un caso piu gene-
rale di quello trattato dall’autore stesso nella citata Nota.

1. Sia «(z) una funzione uniforme, regolare nell'intorno di = oo e
nulla in questo punto, le cui singolaritd siano rappresentate genericamente
con %; sia

< Un
6{(1‘) e Z m'n-i-l

nell' intorno di 2 = oo . Costruisco la serie:

@ AMg) =3 (—1r e,

dove g(z) & una funzione analitica arbitraria e ¢“(z) & la sua derivata
nsme, La serie (2) rappresenta un'operazione funzionale distributiva, e dalla
sua forma si scorge subito che essa & commutabile colla derivasione.

2. Prendiamo come funzione ¢(z) una funzione uniforme, regolare nel-
1'intorno di # = oo, nulla in questo punto; siano » le sue singolarita ;
nell’ intorno di # = oo si abbia

/l‘n
¢(w) = X t.cn-{-l %

Si vede allora immediatamente che per valori di # abbastanza grandi in
modulo, si ha

—1 1
Alp) = yY(z) = Z (a,,, ko~ nan— & +71(/1z_2) Ons by - - ay /s,,\) ey :

I’ operazione (2) ci da dunque, per tali valori di 2, la funzione considerata
dal sig. Hurwitz.

3. Ma, poiché 1'operazione A & commutabile colla derivazione, essa sara
pure commutabile coll' operazione funzionale

»2

6‘=D°—~}—SD—|~—1»

DE e

2
che ha per effetto di mutare « in @ - 2. Si avd dunque

0 ) (0 ”
#A(g) = Pl +5) = > (— 1)y, T D

—

=

(1) Boxel, loc. cit. Su questa operazione, v. una mia Nota nei Rendiconti della R. Ac-
eademia delle scienze di Bologna (adunanza del 19 febbraio 1899).

RenpIcontr. 1899, Vol. VIII, 1° Sem. 30
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e sviluppando le derivate di ¢(z), si ottiene, per valori abbastanza grandi
in modulo della variabile z:

8

() (o
[‘(,,(S) = ({l )

n—0 n!

(3) 6°A(g) =

Il

dove si é posto

n(n—1) :
on(2) = o8 — Ny & —+ ——(l—)_ "2 — o (—1)" .
o

Per 2=20, la (3) ricade nella (1).

Dalla (3) si ha poi, applicandola 6=% e notando che 6<A6~ =%
(4) A(g) = au(3) "'—(//],—_—) !

4. La formula (4) da una espressione dell operazione (A), che avra ge-
neralmente validith in un campo pitt esteso di quello della (2), potendosi in
essa disporre dell’ arbitraria z. Essa coincide colla (2) e colla (1) per valori
di 2 abbastanza grandi, e quindi da la continuazione analitica di Y(z).

5. Si tratta ora di trovare le condizioni di convergenza del secondo
membro della (4); qui tornera opportuno di fare uso della notazione, che ho
spesso adoperata,

Tt

per esprimere che la serie Sg 2" ammette come cerchio di convergenza quello
di raggio Z.

Se nella (4) poniamo, in luogo di ¢(z), la funzione — , si ottiene
Z

1 ) — 1
Al — :\ —_— "o (3) ————
a( S (=) =g
la quale, in forza della (1), non & altro che «(z). Ne risulta che, detto u;
il punto singolare di e(z) piu lontano da 2z, si ha
(®) an(2) ~ |2 — ™.

Inoltre, per le mote condizioni di validita dello sviluppo di Taylor per
le funzioni analitiche, si ha. essendo »; quello dei punti » pil prossimo

ad z —z:
6) o™ (z— 2) 1
{ ! z—z—uv|"

Dalle (5) e (6) si deduce per il secondo membro della (4) la condi-
zione di convergenza assoluta ed uniforme espressa da

(7) e,

|_s—
\
I

Gy == == 1
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essendo & un numero positivo e minore di uno. Da questa condizione si trag-
gono varie conseguenze.
6. Supponiamo dapprima che «(z) abbia la sola singolaritda isolata
per # — w. Fatto allora z =u, la condizione (7) si riduce ad

(%~ v7)| >0

z

e la A(y) assume 1’ espressione

¢ (2 — )

(8) Ay) = i o (1) o

().

Questa espressione dimostra che le sole singolarita di ¥(z) si hanno per
2 =u - v; essendo »; un punto singolare qualunque di ¢(=). Inoltre, poiche
an(u) ~ 0, essa da anche la natwra di queste singolarita. In particolare,
se a(z) ha per 2 =« un polo di ordine /"

b‘ Z)g //;
() —, - S
a(z) = ,'—u_i_(l/’—u)z_l— (2 —u)t
viene per y(z) 1 espressione:
\ r ]‘};
Y(z) = b,g(z — u) - b’ (2 — u) 4+ - -+ 7_—1| ([‘]'_]‘(./’ — ).

7. Supponiamo poi che () abbia i singolarita isolate nei punti u,,%s...uz,,.
Si puo porre allora
m :L;

o(2)— i a(z), eai(z)= :_ Uil

=1 =y o/

dove ey(x) & singolare come a(z) nel punto 2 = u, e regolare in ogni altro
punto del piano. Posto
wmn — 1)

@in(8) = @io 8" — Ny & -+ 13 Gis 872 v (— 1),

viene, poiché A ¢ distributiva anche rispetto ad «(z):

9) Alg) =X > ) :
=1

) 7.

(e — w;)

che, per essere a;,(u:) ~ 0, & singolare nei soli punti # ;. La formula (9)
dd inoltve la natwra delle singolaritd in questi punti.

8. In generale, fissato &, la curva limite del campo di convergenza
dello sviluppo (4) rispetto ad 2 ¢ dato da

& —w|=|z—&— v

Questo limite & una circonferenza di centro s} o»; e di raggio |z — ui.
Essa passa dunque per il punto @ = u — »;. Variando ¢ di pochissimo, il
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nuovo limite di convergenza sard dato da una seconda circonferenza passante
per il medesimo punto. Ma siccome i limiti di convergenza Sono caratteriz-
zati in generale dall’esistenza, su di essi, di qualche singolarita della fun-
zione A(g) che la serie rappresenta, cosi si scorge come i punti singolari
siano appunto quelli della forma u; - v;.

9. I facile indicare la via per un’ ampia generalizzazione. Abbiasi I ope-
razione distributiva A(gp), che, applicata ad una funzione ¢, da 1'espres-
sione, valida in un’area T, di una seconda funzione . Sia A permutabile
colle operazioni distributive di un gruppo ad un parametro, S.. Sara allora

Y =S:A8",

e qui si potrd disporre del parametro : in modo che questa nuova espres-
sione di ¥ ne dia la continuazione analitica oltre all area T. Inoltre, le
condizioni di validitd di quest’ espressione potranno fare conoscere le singo-
larith di v, dipendentemente da quelle di ¢. B questo il metodo applicato
nella presente Nota per 1’ operazione di Hurwitz; il gruppo permutabile con A
& qui 6° la cui operazione infinitesima & D. Per I'operazione di Hadamard,
il gruppo permutabile S. & invece costituito dalla operazione che ha per
effetto di sostituire zs ad z in una funzione arbitraria, e 1 operazione infi-
nitesima di questo gruppo & zD.

Chimica. — Swlia costituzione dell’ acido canforico (*). Nota 9*
del Corrispondente L. BALBIANO.

Nella Nota intitolata nello stesso modo della presente ed inserita nei
Rendiconti di quest’ Accademia (%), venivo alla conclusione « che si spiegano
razionalmente, senza ricorrere ad ipotetiche trasposizioni molecolari, i pro-
dotti di smembramento dell’acido canforico, da me ottenuti nell’ ossidazione
a temperatura ordinaria col permanganato potassico in soluzione alcalina, 010
quando si adotti per quest’ acido la formula di costituzione proposta dal Bredt ».
11 prodotto principale di questa ossidazione & 1'acido CyH,, 05 di cui di-
mostrai la costituzione in modo sicuro, perche, eliminate con fatti le possi-
bilita che il quinto atomo di- ossigeno fosse contenuto nella molecola sotto
forma chetonica, lattonica ed ossidrilica, non rimase che la forma di ossido
alchilico comprovata dal comportamento dell’ acido colla p-hromofenilidrazina.
Per riduzione coll’ acido jodidrico ottenni dall' acido Cg H,, 05 1'acido a-ff-tri-
metilglutarico, del quale dedussi la costituzione dal formarsi all’ ossidazione
acido dimetilsuceinico assimetrico e dal passaggio dell’ acido Cs H,, O5 al-
1' acido trimetilsuccinico mediante una serie di trasformazioni semplici. Le

(Y) Lavoro eseguito nell’ Istituto di chimica farmaceutica della R. Universita di Roma.
(%) Rend. Ace. Linc., vol. VI, 2° sem., pag. 2.




