AR ]
DELLA

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCXCVI.

Sele)

S 15 159 AL I8 (@), \JJ JE I8 A0 /2

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche ¢ naturali.

VOLUME VIII.

1° SEMESTRE

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIUCCI

1899




— 239 —

ciod la formazione contemporanea di quantity equimolecolari di acido ossa-
lico e di ac. Cy Hy; Os, e nello stesso tempo stabilisce che 1’ inattivitd ot-
tica dell’ acido Cy H,, Os & dovuta alla formazione contemporanea dei due

5

antipodi.

Matematica. — Sulle congruenze di curve. — Nota di T. Trvi-
CrviTa, presentata dal Socio BELTRAMI.

Data nello spazio ordinario una congruenza [C] di curve ¢, fissiamo ad
arbitrio un punto P (nell intorno del quale la congruenza si comporti in
modo regolare) e diciamo /r la tangente, 7z, il piano normale a ¢ nel punto 125

Le tangenti ¢ alle curve ¢, spiccate dai punti di 7ze, costituiscono una
congruenza reftilinea [T.], ed & ben chiaro che la natura di essa dipende
esclusivamente dalla natura della congruenza fondamentale [CI.

In particolare gli elementi metrici di prim ordine (ascisse dei punti
limiti, distanza focale, angolo dei piani focali, ecc.), che competono al rag-
gio ¢», in quanto appartiene a [Tr], sl possono esprimere per mezzo dei co-
seni direttori della congruenza [C], relativi al punto P, e loro derivate prime.

1 impiego dei simboli di Ricci permette di attribuire a queste espres-
sioni una forma assai semplice, da cui discendono alcune facili conseguenze.

Si ha in primo luogo che una congruenza [C] & o no normale assieme
a [T.], o pit esattamente, che, in un generico punto P, la condizione di
normalita per la congruenza [C] equivale alla condizione di normalita della
congruenza rettilinea [Te], e si pud quindi enunciare dicendo che devono es-
sere perpendicolari i piani focali, relativi al raggio fe.

Ma pitt notevole & il caso, in cui sopra 7, coincidono i punti limiti.

Con naturale estensione dell' appellativo, usato per le congruenze retti-
linee, diremo Zsotrdpe le congruenze [C], per cui si presenta questa circo-
stanza. Bsse godono di due proprieta interessanti, che non credo siano state
osservate, nemmeno per le congruenze vettilinee.

La prima proprietd si deduce immediatamente dalla definizione di iso-
tropia, in base a un teorema del prof. Ricei, e consiste in cid che ogni con-
gruenza isotropa [C] si puo in infiniti modi risguardare come risultante dalle
intersezioni di due famiglie ortogonali di superficie. In altri termini, la equa-
zione lineare ed omogenea del prim’ ovdine, che ha per caratteristiche le curve ¢,
possiede infinite coppie di integrali fra loro ortogonall.

La seconda proprietd & che le rette cicliche, passanti per i vari punti P,
o appartenenti ai rispettivi piani 7w, costituiscono due congruenze coniugate
(anziche due complessi, come avverrebbe in generale). Cid & quanto dire che
ogni CONGIrUCNIQ USOLrIpa (veale) ¢ ortogomale a due congruenze reltilinee
coniugate, costituite da rette cicliche, e reciprocamente.
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Di qua segue tosto la costruzione di tutte le congruenze isotrépe, e in
pari tempo la espressione generale pei coefficienti A, B (supposti reali)
delle equazioni R,
22 pEA
grali fra loro ortogonali.

L. Alla cogruenza data [C] associamone due altre [1] e [2], che costi-
fuiscano con essa una terna ortogonale. Per individuarla, ci varremo dei sim-
boli ben noti del prof. Ricei (") Si designerd la [C] con [3] e in generale
con &y, (r=1,2,3) il sistema coordinato covariante della congruenza [ /],
(h=1,2,3).

Lo spazio si intenderd riferito ad wun sistema di coordinate curvilinee
@1, &y, 23, che ci riserviamo di far coincidere, quando giovi, colle ordinarie
coordinate cartesiane ortogonali. Il supporle tali a priori non recherebbe al-
cuna maggiore semplificazione.

Sieno @, , s , 25 le coordinate di P, x +dz, z R e
quelle di un generico punto Q, vicino a P in m,.

Q : . S Qg
-+ B ‘—%, che ammettono infinite coppie di inte-
Y

Detto ds il segmento elementare PQ, 91 =9, 9. = 5—¢ gli angoli che

0o | N

esso forma colle direzioni positive delle linee 1 , 2. passanti per P, Ay, - u,ds
1 valori delle A in @, avremo, colle notazioni del calcolo differenziale as-
soluto :

2
diry = ds(cos A, - sen @A) = (s D 1,008 ¢ Ay
1

]

3 ot (r=1,2,3)
Iz,

2
Wy = S—q /'3/‘ rq = Y{{ )"3/;'11 Y n COS ¢y, )‘/L(ll) .
5 diStuib<T AT
(Per convincersene, basta notare che queste formule hanno carattere in-
variantivo e sussistono evidentemente in coordinate cartesiane ortogonali).

Introducendo gli invarianti v, definiti dalla formula generale :
3

Yy = er Ay A 3 (0 =15, 3)

7
1

si ha:

3 3
Zq l:z,‘r,l yC 2_;‘ Yain Aijy
1 1
e quindi, ricordando che Yssn =0, 1’ espressione delle . diviene:

2
(1) W= Zih Ai/r yain cos Pn, (r=1,2 y3),
1

(1) Cfr. principalmente: De; sustemi di congruenze
lunque, nelle Memorie di questa Accademia, 1896,

ortogonali in una varietd qua-

E
|
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donde:
,24
@ = > in & yain €08 P 5
1
1 3 2 3 s .
(2) E = Zr oy W = Zir,jk Y3in Y3jk COS Pr COS Py, Zr Aigy A7 =
1 1 1
2
Zihk V3ikY3 z.vCOS(['/,COS%:(‘/il,—}—y%-n)Cosz(p +2(7:;117312+73217322)005f}$enq+
1
(732 1 73=) sen’g .

3 il 3
Abbiamo designato , uu con — , supponendo implicitamente > ,u,u®
S 0 e

diverso da zero. L ipotesi opposta equivale a u, =0, (r=1,2,38). La con-
gruenza [Tp] si comporta allora, rispetto a 7,, come se fosse costituita da
rette parallele; e non ¢ & nulla da aggiungere. Ecco perche si pud escludere
3
a priori che >, w,pu® si annulli.
1
In coordinate cartesiane, le A3/, (0 A5) sono i coseni direttori di £, e le
Asjr - tnds (0 A 4 u” ds) quelli di ¢, (la direzione positiva sopra le
corrispondendo a quella delle curve c¢). Diciamo ancora v, (o »’) 1 coseni
divettori della minima distanza dp fra 7o e 7,5 Y 1'angolo fra la direzione
positiva di dp e quella della linea 1, relativa al punto P; e 1 ascissa del

piede di dp sopra t, contata a partire da 17
Colla solita convenzione di risguardare equivalenti gli indici, congrui

3 T
fra loro rispetto al modulo 3, e notando che i Ayr 0 =0, Ja=1 (a
1

8 il discriminante della forma fondamentale) potremo serivere:

N

'13/ r+1 Wree — Ag/r+e Urs

1 a

(3) P = (=lE2n )8

e (')
4) dpy® == ds ) cosg 1, - seng A Fep{, (r=1,2,3),
le quali formule seguitano a sussistere in coordinate generali, purché si ris-
guardino anche le » come olementi di un sistema contravariante.
Con facile trasformazione si trova:

]

(3:) 1'(1.):QCOS(]’))'SI112“1—‘)'32111(7-):—i‘Qsen(]))'312/11(’.)7)'3&21‘3(")$ ’ (7’:1,2,3) :

e da queste, moltiplicando successivamente per Ay, Ay, € sommando cia-

3
scuna volta rispetto ad », ove si tenga conto che > , »® Ay, = cos Y,
1

3

Z_,. v® Ay ==sSEDY:
e ( cosy =— @} yem c03g =+ yun sen g {
. { seny= @}y cosy + rae sen @ {-

() Cfr. per es. Bianchi, Leziont di geometria differenziale, pag. 247.




Poniamo :
(G) A = Yai1 Yse2 — V312 V3ol

ed osserviamo che 2 & il discriminante di
1l

; = (72311+72321) cos*gp-- 2(7311)’312+)’3917322) COS¢ Seng“*‘(?'?Sl%_l‘)'?i‘??) sen‘y

e non pud quindi annullarsi. Ne viene che le (5) sono certamente risolubili
rispetto a g cosg, oseng e la effettiva risoluzione porge:

( 1

S 0 C0S ¢ == — | 312 COS Y ~ 7300 SEN Y {
(5) )
( 0Seng = —j‘,yg“ oS Y | y3o; Sen Y § .

& .
In causa delle (3), >, »® w,—=0, e percid, se si moltiplicano le (4)
T

per w, e si somma, avendo riguardo alle (1), (2) e (5), risulta:
@) «=gsen(g—v).

A mezzo delle (5'), si pud esprimere tutto per ¥ e si ha, fra 1'ano-
malia ¥ della minima distanza e la ascissa @ del suo piede, la relazione:

1 2
O—i— 7 } Y311 COS® Y —+ (7212 I ¥321) €OS Y sen Y ~ 732 SED2 Y {,

cui, posto:
— Y300 = 0 COS
(8) Y311 V322 : S ’
V312 = Y301 = d sen ¢ |

si attribuisce la forma:

(9) a:—%—%}c%(zm—{—.’/).

Di qua apparisce che i valori di e« rimangono necessariamente com-
presi fra:

e V311 +)’322 J
G S
(10) ;
o 7311+7322+ J
i T 24 24’

talche @, e «, sono le ascisse dei punti limiti. I corrispondenti valori /N
e Y, di y (anomalie dei piani principali) sono determinati, per d diverso
da zero, dalle equazioni:

W9 =,
2y +9 =0,
e differiscono quindi tra loro di un angolo retto.
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Se si suppone che le linee 1 e 2 abbiano in ogni punto P le direzioni
dei piani principali, 4 & nullo e le (8) divengono:

(8') s M = e — )

{ }’312‘}‘}’321:0‘
ossia (V) le delle linee costituiscono il sistema canonico ortogonale rispetto
alla congruenza [3], ¢ 0 ¢ la differenza fra le due radici dello equazione

curatteristica della congruenza.
Se ¢, incontra 4, dovrd essere evidentemente (avuto riguardo al modo,

con cui rimane fissata dalle (3) la direzione positiva sopra la normale)

o=+ %, e, per individuare w, si hanno dalle (5), le equazioni:

oS = 0} — Yaz2 COSY - 731 SED Y/
seny =0}  Ysie COS‘!’*731150U¢1~

ovvero, eliminando g, la:

(11) Y321 tg‘zw —I“ ()’311 — )’322) tg Y312 = 0.

Se invece si elimina , si ottiene:

(12) AQ2+(73I1+7322)Q+1:0.
la quale equazione, risultando dalla (7) «== ¢, ha per radici le ascisse ¢, , ¢
dei fuochi.

Dalle (10) e (12) si trae:

al“}—f‘z:(’l—l‘%: -

e Y311 + V322
A

cio¢ 1 punti limiti e i fuochi hanno il medesimo punto di mezzo, ece.
9. La condizione necessaria e sufficiente affinche la nostra congruenza [3]
yses1 = 0, la quale, a tenore

sia normale, & data, come si sa, da yse
delle (11), (12) e (10), esprime che i piani focali sono ortogonali fra loro,
od anche che i fuochi cadono nei punti limiti.
Se 0= 0, i punti limiti coincidono e (sempreché ¢10 avvenga per ogni
punto P del campo, che si considera) la congruenza [3] ¢ a dirsi isotropa.
La condizione di isotropia equivale a:

e oot =—1()
g ) Vs PETT
( ) Q Y:xle‘l“)':m — (s

donde risulta (2) che la equazione caratteristica di [3] ha le radici eguali e

() Ricei, Mem. cit, pag. il
(2) Ricei, ibidem, e pag. 44.
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: R :
: i . 3 ray ol
quindi che, ad ogni integrale della equazione » ,4; i 0, mne corrl
1 Uy

sponde un secondo ortogonale.
3. Affinché una generica congruenza:

da, da.  das

X @ — X @ o X @

(13)

. . . N . ) 2 - 7S Al A
consti di linee rette, & mecessario e hasta che le \_ X, X© riescano pro
1

porzionali alle X,, si abbia ciod, designando M un moltiplicatore arbitrario (') :

3
(14) N e D SO = WD (A= 1L, 3)))e
T

Cid posto, io dico che, se [3] & una congruenza isotropa, e si suppone:
(15) X Mije == dhapr iy =1 —1,7=1,2,8),
le (14) sono soddisfatte.

Si ha infatti:

3 3 _
(16) }__S X X :Zs (lllrs = i'lz/ /'S)(ll(() = 37’2(‘“) =
T T

3 3 3

fe = )iy s ol N N _ 1
th()’l/zkjl)’ehl;)lh/ r _"_s(ll(")—'iﬁ-s(‘))lh, s'*zh Y(ram—"rene) = (Yem—t7n2) Ausr 5
1 1 1
e, siccome, in virtu delle (8”), il coefficiente di 45 si annulla, cosi segue
tosto:

i3l
erer(F) :(}'122+3.72“)X,v, (_/.:1 72~3)7
1

giusta 1" asserto.

Se dunque nelle (13) si intendono attribuiti alle X i valori (15), si
hanno due congruenze rettilinee immaginarie coniugate ed & ben chiaro che,
per ogni punto P, i raggi corrispondenti delle due congruenze sono le rette
cicliche situate in 7z, .

Reciprocamente, data ad arbitrio una coppia di congruenze coniugate,
costituite da rette cicliche, la congruenza [3], che rimane univocamente de-
terminata, € isotrépa. Infatti 1"annullarsi del coefficiente di 4;,, nelle (16)
porta per necessita le (8").

4. Possiamo valerci della proprieta, teste dimostrata, per costruire tutte
le congruenze isotrépe.

(') La verifica & ovvia, se si tratta di coordinate cartesiane ortogonali. Il carattere
invariantivo delle (14) ne assicura d’altra parte la validita, qualunque sia il sistema di
riferimento.




s — [
Le coordinate z,, s, zs essendo cartesiane ortogonali, si faceia :

E=t i, 1= 21— 22, § = %3,
X(l) + iX(?) X(l) A 6 _X(‘&)
o e S (e £
(3) 2 { (3)
X X !

(il che & sempre lecito, perche una almeno delle X & diversa da zero). Le (13)
divengono :

(13))

e si vede subito che la congruenza sard costituita da rette cicliche, purche: 1

(17) :—l:.
VE VE 1 | E
1 PEAE A BEEAE SRS G
) RS DT,-E—I—); 4 ]

I. integrale generale di quest ultima equazione é dato da:
Ol e ¢ .
f(.:, E—Es, n+5)=0,
ossia, ripassando alle variabili @, , s, zs, da:
r e . — - Z3
(18) f:, x]+zx2—:x3~n'c|'—£.],'.z—’—; =),

dove f & simbolo di funzione arbitraria.
Noto 5, si ha H dalla (17) e, ponendo:

(19) E+H=o0,-+|in, E—H=——17,-} 0,
(con ¢ e v funzioni reali) le congruenze di rette cicliche restano indivi-
duate da:
da das
(20) A S — .

o), f i, 0y its

Lo scambio di ¢ in — 7 determina le congruenze coniugate:

1) da, £ ([{2,'9.

5 = ({(2'3
0, —1it, Oy — 1T

e le isotrépe devomo risultave ortogomali alle (20),(21). Assumendole per
es. sotto la forma:
daey,  das

= == (lll';; 9

A B

oo
5]

Runpiconti. 1899, Vol. VIII, 1° Sem.
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saranno A , B soluzioni del sistema :

A(o, == in) + B(o: = 1 )=—="11%5

da cui:
To — 1
(22) = L IB= 5
0,17y — 057, 0 Ty — 037
Ne viene, scrivendo & ,% ,3 PEU 21, L2, Dok
. U U QU . o . ’
Le equasiont — A B " 4 coppie di integrali oriog onali sono
Le equasion ~ =A =" =B, @ P 9 9

lutle e soltanto quelle, in cut A, B hanno i valor: (22), che si ricavano,
per mezzo delle (17),(19) da ogni soluzione = della (18').

Matematica. — Sulle deformazion: infinitesime delle super-
ficie negli spazi a curvatura costante. Nota di Guipo FUBINI, pre-
sentata dal Socio Luicl BIANCHI.

L' argomento della presente Nota mi é stato proposto dal mio maestro
prof. Luigi Bianchi, ritenendo egli che per le deformazioni infinitesime delle
superficie flessibili e inestendibili negli spazi a curvatura costante dovesse
valere un teorema del tutto anmalogo a quello che collega, nello spazio ordi-
nario, lo studio di siffatte deformazioni alla teoria delle cosidette con-
gruenze W (1). Questa supposizione si trovera appunto confermata nelle pa-
gine seguenti, dove deduco inoltre dal teorema fondamentale alcune conse-
guenze, che mi sembrano degne di nota.

L’ elemento lineare di uno spazio elliftico é:

(1) ds? = R¥(dz? - dat + dai - dxs)
quando sia
(2) 1=zttt + 25+ 5.

Siano le (), soddisfacenti alla (2), funzioni di due variabili », v de-
finenti una superficie S; sia S una superficie infinitamente vicina applica-
bile sulla S e sia (2 - ez;) il punto della S" che corrisponde al punto ge-
nerico (z;) della S. Affinché le (z - &), a meno di infinitesimi d'ordine su-
periore, soddisfacciano alla (2), deve essere

(3) > wizi=0
e la condizione di applicabilita diventa:

(4) D dzidzm=0.

() Bianchi, Geometria differenziale (cap. XII, pag. 300).




