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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Osservazioni sopra aleune equazioni diffe-
renziali lineari. Nota di G. Fawo, presentata dal Socio CREMONA.

1. Nella mia Nota: Sulle equazioni differenziali linears che apparten-
gono alla stessa specie delle loro aggiunte (') ho dimostrato, fra altro, che
se G(y) =0 e G'(2) =0 sono due equazioni differenziali lineari di ordine z
mutuamente aggiunte, e il gruppo di razionalitd di G(y) = 0 si compone di
sostituzioni lineari trasformanti in sé stessa una forma quadratica ¢ a coef-
ficienti costanti e di discriminante non nullo, I'equazione G'(s) =0 potra
trasformarsi nella stessa G(y) = 0 con una sostituzione

Y — QR + s + _l_ Qpey EB=D

dove le @ sono funzioni della variabile indipendente 2 appartenenti al campo

di razionalita definito dai coefficienti delle due equazioni proposte (e loro deri-

vate) (%). I anzi, se 1" equazione differenziale G(y) = 0 ha rispetto alla forma
/ n—1 - S

¢ il rango 7 (; Oy = ); vale a dire se, indicate con 7,7, ... yn

a

altrettante soluzioni distinte, opportunamente scelte, dell’ equazione stessa,
si ha identicamente ¢(y) = ¢(y') =+ =g¢(y"") =0, ma ¢(y")==0,
(Y Atti della R. Ace. di Torino, seduta del 26 febbraio 1899.
() Questa relazione fra le equazioni differenziali G(z) =0 e G'(s)=0 & anche

reciproca; e queste due equazioni appartengono allora alla stessa specie.

Renpiconti. 1899, Vol. VIII, 1° Sem. 37
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I equazione G/(2) =0 potra brasformarsi nella G(y) = 0 con una sostituzione:

Y= A(S) = @’ + ai + + Gn=2r—1 gt

nella quale @—2r—1 == 0 : \ . .

B chiaro poi che, per £ =7, le funzioni ¢(y™), b_enche non .1dentlca-
mente nulle, saranno tuttavia razionalmente note; e 01§ ayvverra in parti-
colare per la stessa ¢(y) ove sia »=0 (e si scelgano In modo opportuno
le soluzioni ;). 4

Questa stessa proposizione si trova sostanzialmente enunciata (bencheé
non dimostrata) nella Nota di Halphen: Sur les formes quadratiques dans
la théorie des équations différentielles linéaires (1) La condizione che la
forma ¢ sia invariante rispetto a tutte le sostituzioni del gruppo di razio-
nalith della data equazione non & da lui introdotta esplicitamente, ma puod
ritenersi tacitamente presupposta, poiche questa iavarianza formale & conse-
guenza necessaria dell’ essere ¢(y) razionalmente mnota (), o in particolare
identicamente nulla (*), ogni qualvolta quest'ultima proprieta non sussista anche
per altre forme quadratiche nelle soluzioni ;. Perd Halphen non fa alcun
cenno della condizione che il discriminante della forma ¢ debba essere di-
verso da zero; condizione che a me & risultata invece essenziale, almeno
finché mon si impongano a quel gruppo di razionalita delle condizioni ulte-
riori, tali da vendere invariante rispetto ad esso, oltre alla forma polare di
¢, anche un’ altra forma bilineare, di determinante non nullo. Credo percid
opportuno mostrare donde proviene questa apparente contradizione.

9. T comincio col richiamare un caso particolare di questa proposizione,
considerato dallo stesso Halphen nella Memoria: Sur les invariants des équa-
tions différentielles linéaires du quatrieme ordre (*), e per il quale egli ha
anche determinata la corrispondente sostituzione y = A(z). Si tratta del caso
n—4,r=1, ossia di un'equazione differenziale lineare di 4° ovdine, di cul
quattro soluzioni distinte sono legate da uma relazione quadratica omogenea
a coefficienti costanti. Se questa relazione ha il diseriminante nullo, essa pud
ridursi a contenere tre sole delle quattro soluzioni y;, e pud assumere quindi
la forma:

P ys—yi=0.

L’ equazione differenziale di 4° ordine G(y) = 0 ammettera allora tutte

le soluzioni C, g, -+ Cz g2 | Cs 75 di una certa equazione differenziale lineare

() Compt. Rend. de I'Ac. d. sc., t. CI (1885); p. 664-66.

(2) Ossia, nel linguaggio usato da Halphen, eguale a una nota funzione della varia-
bile indipendente .

(3) In questo caso perd la forma ¢ (y) sarebbe soltanto invariante a meno di una
costante moltiplicativa.

(4) Acta math., vol. IIT (1883); p. 349 e seg.




_ 9287 — |
di 8° ordine, che si potrd formare razionalmente, e che a sua volta dovrd
essere soddisfatta dai quadrati di tutte le soluzioni di un'equazione differen-
ziale lineave di 2° ordine (e inversamente). Se quest' ultima equazione la f
supponiamo ridotta alla forma:

Y +py=0

quell’ equazione differenziale di 8° ordine sard:
(1) "+ 4y + 207y =0; ;

¢ I'equazione lineare piu generale di 4° ordine che ammette tutte le solu-
zioni di quest’ultima equazione avrd allora la forma (1): |

(4" 4= 2)(y" + 4py' + 2p'y) = 0
dove le espressioni fra parentesi devono considerarsi come simboli di opera-
zioni (delle quali la prima & da eseguirsi sul risultato della seconda); quindi,
per disteso:
@ vty Ay (60 +4pg) y 20" +plg) y =0.
L’ equazione aggiunta di questa &:
(21) "— 5"+ (4 — 8¢')¢'— (3¢ — 24/~ 4pg)d— ("' 4pg'+ 2'g) s=0.

Calcolando pertanto per quest’ ultima equazione la sostituzione con cui
Halphen afferma ch’essa si trasforma nella (2) (Mem. cit., p. 350), si trova:

(3) y—=gza—2z .

E la funzione y cosi definita soddisfa bensi alla (2), ma soddisfa pure
alla (1); essa mon & quindi soluzione generale della (2), e la vera trasfor-
mata della (2") mediante la sostituzione (3) sard pertanto la (1), e non gia j
la (2). Cid va d'accordo anche col fatto che la (2'), essendo aggiunta !
della (2), e potendo percid rappresentarsi simbolicamente col prodotto:

(& + 4ps 2 —g5) =0 ()

deve ammettere la soluzione (unica, a meno di una costante arbitraria mol- ’
tiplicativa) dell’equazione differenziale di primo ordine s'— gz =0, e deve {

(1) Cfr. ad es. Schlesinger: Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichun-
gen, vol. I, p. 45-46.
(8) Cfr. ad es. Schlesinger, op. e vol. cit., p. 59. Questi due fattori sono rispett. gli
aggiunti (cambiati di segno e) in ordine invertito dei due con cui si compone il primo
membro della (2). In particolare la forma di differenziale y” —4py’~ 2p'y coincide (a I

meno del segno) colla propria aggiunta.
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quindi trasformarsi colla sostituzione (3) in un' equazione differenziale di
ordine inferiore al proprio di un’ unitd (1)

In questo caso dunque 1’ equazione G'(z) = 0 aggiunta di G(y) =0 si
trasforma non gia nella stessa G(y)=0, ma in un' equazione di ordine in-
feriore (con coefficientl appartenenti allo stesso campo di razionalitd), della
quale G(y) = 0 ammette tutte le soluzioni ; si trastorma ci\o& (come potremo
dive brevemente) in un dzvisore razionale di G(y) = 0. B in questo senso
pertanto che deve intendersi la proposizione gid enunciata da Halphen (e da
lui anche dimostrata per 7 = 4), nel caso in cui la forma ¢ abbia il di-
geriminante nullo; sussiste ciog il teorema:

Se un’ equazione differenziale lineare di ordine n é tale che sia for-
malmente invariante rispelo alle operagiont del suo gruppo di razionalita,
¢ percio anche razionalmente 1ota, wnd forma quadratica (), a coeffi-

cienti costanti, [ra m sue solugions distinte ; e st indica con /*(05;15' = )

il rango di essa rispetio a questa forma, U equazgione aggiunta di essa st
trasformerd con und sostituzione razionale:

Y = U _I_ a8 _i_ _I_ Py Zn—2r—1)

in wun divisore razionale della stessa equazione proposta, di ordine equale
alla caratteristica del discriminante della forma ¢; e quindi nella stessa
equazione proposta, se questo discriminante non e nullo.

Infatti, se il discriminante di ¢ ha la caratteristica m (=n; e > 2,
non potendo ¢ spezzarsi nel prodotto di due forme lineari), noi potremo ri-
durre la forma stessa, con un'opportuna sostituzione lineare, a contenere sol-
tanto m variabili (vispetto alle quali il suo discriminante sara diverso da
zero); e potremo allora scegliers le 7 soluzioni distinte y; dell’ equazione
proposta G(y) =0 in modo che 7 fra queste, ad es. le 7, , %z . Ym, © le
loro derivate di uno stesso ordine, rendano ¢ razionalmente nota, cle\*cntlml-
mente nulla. I1 sistema lineare di soluzioni Cyy —f Copo = += Conlfm Sara
allora invariante rispetto a tutte le sostituzioni del gruppo di r:w:iunulit:‘x
dell’ equazione proposta; e queste stesse soluzioni dovranno percio soddisfare
a un' equazione differenziale lineare di ordine m , Q(y) =0, 1 cui coefficienti
apparterranno ancora allo stesso campo di razionalitd. La forma differen-
ziale Gi(y) si potra quindi rappresentare simbolicamente con un prodotto:

G(y) =PQ(y)
essendo P un’ opportuna forma differenziale lineare di ordine 7 — m, a coef-

ficienti pure razi 1 y " indichi
e p e Ijz L1ona1.mente D'()tl. B se con G', P', Q indichiamo le forme dif-
ferenziali aggiuate rispett. di G, P, Q, avremo altresi:

&(2) = Q'P'(a).

(%) Schlesinger: op. cit., vol. II, p. 114.




— 289 —

Ora, il gruppo di razionalitd dell’ equazione differenziale Q(y#) = 0 mon
¢ altro che 1'insieme delle sostituzioni determinate sulle y,, s, ... ym dal
gruppo di razionalitdh di G(y) == 0; e poiché queste sostituzioni lasciano in-
vaviata (formalmente) la ¢(# ... #m) (che, come forma ad # variabili, ha il
diseriminante non nullo), cosi 1"equazione Q'(z) = 0 aggiunta di Q(y) =0
dovrd potersi trasformare in quest’ultima (in forza del risultato gid ottenuto
nella mia Nota cit.) con una sostituzione 7 — A(z), nella quale le derivate
di z compariranno soltanto fino all' ordine 7 — 27 — 1 incluso, se con 7 in-
dichiamo il rango di.G(]/) = 0, e quindi anche di Q(y) =0, rispetto alla
forma ¢. B siccome d altra parte la sostituzione 2 = P'(z) trasforma eviden-
temente 1" equazione G'(2) =0, mnella Q'(z) = 0; cosi, mediante il prodotto
di queste due operazioni, ossia ponendo:

y = AP'(3)

dove le derivate di ¢ compariranno fino all’ordine (72 — 27 — 1) -4 (z — m)
= — 27 — 1 incluso, noi potremo trasformare 1'equazione G'(z) = 0, ag-
giunta di G(y) = 0, non gia in quest' ultima equazione, ma nel suo divisore
razionale di ordine 2, Q(y) = 0.

Quest’ equazione Q(y) = 0 appartiene anzi alla stessa specie della pro-
pria aggiunta (secondo la definizione contenuta nella mia Nota cit.): non cosi
perd la G(y) = 0.

3. Un ragionamento completamente analogo permette di concludere che
se un’ equagione differenziale lineare di ordine n é tale che sia formal-
mente invariante rispetto alle operazioni del suo gruppo di razionalita, e
percio anche razionalmente nota, una forma bilineare alternante a coeff-
cienti costanti fra n sue soluzioni distinte y: e le loro derivate prime, e si
indica pure con r il rango dell’ equazione differenziale proposta rispetto a
questa forma (\), " equazione aggiunta della proposta si trasformera con
wne Sostituzione razionale:

Y= 05+ @+ + g 502

(dove @n—sr—s F=0) dn un divisore rasionale di quest’ ullima equazione, di

ordine equale alla caratleristica (che & certo numero pari) del determinante
della forma alternante considerata.

La dimostrazione e fondata anche qui sulla proprietd di questa forma

alternante di potersi trasformare linearmente in un'altra di determinante non

nullo, nella quale le variabili di ciascuna serie siano in numero eguale alla

(") Se si suppone cioé che questa forma alternante si annulli identicamente quando
in luogo delle y; e loro derivate prime si introducono rispett. le derivate y;® e y;(%+0

per & < 7; e non si annulli invece quando vi si introducono le y:(™ e y;+v.
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caratteristica del determinante primitivo (e risultino altr.esi affette dai me-
desimi indici). In linguaggio geometrico, si tratta semphcem@te deu.a pro-
prietd di una quadrica 0O di un complesso lineare di uno S}.)M.lo .S,H. , 1 quali
siano 7 — m volte degeneri, di potersi ottenere come proleziont di varietd
omonjme non degenerl di uno spazio Swm— da uno Spazio Sy—m-1 (asse) non
incidente a quest’ ultimo.

Questi due teoremi non SONO perd invertibili; pcrch.é se 1 equazione
G/(z) = 0 aggiunta di G(y)=0 st trasforma con una sostituzione razionale
y = A(z) in un divisore razionale Q(y) = 0 della stessa G(y) = 0 , questo non
basta nemmeno per concludere che 1’ equazione differenziale Q(y) = O appar-
tenga alla stessa specie della propria aggiunta, @ si possano percio applicare
a quest’ ultima equazione 1 risultati della mia Nota cit.

Sia infatti S(y) =0 un’ equazione differenziale dello stesso ordine 72 di
Q(y) =0, e tale che la sua aggiunta S'(¢) = 0 appartenga alla stessa specie
di Q(y)=0, e si trasformi percid 1N quest’ ultima con una sostituzione ra-
zionale y = A(2)- Formiamo 1 equazione differenziale lineare G(y) =10 di
ordine 2m che ammette tutte le soluzioni delle due equazioni Q(y) =0 e
S(y) =0 (e che ha percid per integrale generale la somma degli integrali
generali di queste due equazioni). Avremo allora :

G(y) = PQy) =RSW)
essendo P e R opportune forme differenziali di ordine m. B passando alle
forme aggiunte:
@' (s)=QP@k) = S'R(2)-

E poiche la sostituzione ¥ = A(2) trasforma S(2) =10 in Q(7) =0,
cosi la sostituzione y = AR'(2) dovra trasformare G'(2) = 0 nella stessa
Q(y) =03 e cid senza che su quest’ ultima equazione si sia fatta alcuna ipo-
tesi particolare.

Si pud domandare infine se un teorema analogo ai precedenti non sus-
sista anche per il caso in cui le sostituzioni del gruppo di razionalitd del-
1’ equazione differenziale proposta trasformino in sé stessa una forma bilineare
non simmetrica né alternante, il cui determinante abbia una caratteri-
stica m < n. Ma la risposta & negativa.

Tnfatti, se la forma bilineare zc,-h iy, il cul determinante suppor-
remo avere la caratteristica m <, € simmetrica o alternante, i due
sistemi lineari di dimensione 7 — 1 determinati rispettivamente dalle forme

Zc,—k 0; © Zcm or (dove, per maggior chiarezza, indichiamo le variabili
[ k

con una nuova lettera g) coincidono; mentre invece megli altri casi questi
stessi sistemi lineari, pur potendo coincidere, sono in generale distinti.
In ogni caso poi questi due sistemi lineari sono legati invariantivamente
alla forma Dbilineare proposta. Da cid si trae che, applicando alle due
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serie di variabili & e 7; una medesima sostituzione lineare, noi po-
tremo bensi trasformare quest' ultima forma in un’altra contenente soltanto
m delle nuove variabili & e altrettante delle 7, e avente rispetto a queste
il determinante (di ordine #) non nullo; ma queste & e 7 mon saranno af-
fette in generale — ove la forma non sia simmetrica ne alternante — dai
medesimi 72 indici; e noi non potremo percid considerare la nuova forma
come invariante rispetto a un gruppo di sostituzioni lineari, quale ad es.
il gruppo di razionalita di un’ equazione differenziale lineare, né introdurre
in essa le soluzioni y; di quest’equazione e le loro derivate, se non consi-
derando la forma stessa come tale rispetto a due serie di un numero > di
variahili (in modo da comprendere tutti gli indici). E allora il suo determi-
nante sard ancora nullo, e non si potranno percid applicare le considerazioni
analoghe a quelle del n. 2.

A chi ha famigliaritd con considerazioni geometriche, bastera d’ altronde
ch'io ricordi che una reciprocita di uno Spazio S,—, il cui determinante
abbia la caratteristica 72 =»— 1 si riduce a una reciprocitd non degenere
tra due forme fondamentali di spazi aventi per sostegni rispettivi due S,_,,_, .
Questi due spazi coincidono certo se la reciprocitd é involutoria; ma negli
altri casi sono in generale distinti; e soltanto quando essi coincidano, alla
considerazione della reciprocita proposta si pud sostituire (come a noi occorre,
volendo estendere il teorema del n° 2) quella di un'analoga corrispondenza
non degenere ¢z uno spazio inferiore.

Matematica. — Contributo alla determinazione dei gruppl
contimui in uno Spazio ad n dimensioni. Nota del dott. P. Mepo-
LAGI, presentata dal Socio CERRUTI.

Alcune antiche ricerche di Engel ed altre piu recenti di Picard hanno
mostrato la corrispondenza che ¢ & tra i gruppi finiti ed infiniti e certi spe-
ciali gruppi finiti.

To mi ero proposto gid da qualche tempo di adoperare questa corrispon-
denza come mezzo di ricerca nel problema della determinazione di tutti i
gruppi di uno spazio ad » dimensioni. Presto mi accorsi che il metodo non
avrebbe avuto che le apparenze della novitd: in sostanza esso coincide col
metodo basato sugli sviluppi in serie dei coefficienti delle trasformazioni infi-
nitesime nell' intorno di un punto generico; ma soltanto nella supposizione
che le lrasformazgioni di ordine sero siano permulabili, ciod riducibili alla
forma: Py, .. P

Le considerazioni raccolte in questa Nota, mentre spiegano la ragione
di tale differenza in due metodi egualmente generali, mostrano che in realty




