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Matematica. — Considerazioni sulle funzioni ordinate. Nota
del Corrisp. CARLO SOMIGLIANA.

Il

1. Si abbiano due gruppi di z numeri reali, finiti qualsiansi disposti in

un certo ordine
My, M .s M,

My y M y - My

¢ ammettiamo che ogni numero 2 non superi il corrispondente M, quello
ciod di indice uguale; si abbia quindi
(1) m; = M; =12 e
Disponendo in ordine crescente di grandezza tanto 1 numeri M che i
numeri 72, si ottengano i due nuovi gruppi
N e iy
'7/'\ 5 uz': yiiaee /’/z',,
nei quali M; = My, m's = m'iva- Le condizioni (1) sono ancora soddi-

sfatte per le coppie di numeri corrispondenti, cioé si ha

(1) my =< M.

Rexprconti. 1899, Vol. VIII. 2° Sem. 18
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Difatti messuna 7 pud superare M',; in particolare quindi sara
i = W

Analogamente M’,_, non & inferiore ad #—1 delle m e la sola delle m

che pud superare M',_, & m's; dunque avremo
e =W

ed il ragionamento pud essere continuato per tutte le coppie rimanenti. ‘
Dunque tutte le differenze M’; — m'; sono positive o nulle, come le dif-
ferenze M; — m;. Sia & il massimo valore che queste ultime possono rag-
giungere; dico che nessuna delle differenze M'; — m/; pud superare &.
Immaginiamo di ordinare i numeri M conservando come corrispondente
di ciaseuno di essi il numero m che gli corrisponde nei gruppi primitivi.
Otterremo i due gruppi
M SMUG M,
MY My wee Ml
nei quali per ipotesi sara
M;—mi =e¢.
Ora per ordinare i numeri 72 bastera effettuare un certo numero di scambi
a due a due, in modo che ciaseuno di essi venga portato successivamente
ad occupare il posto che effettivamente gli compete. Siano my , me due
degli 7/ che debbono essere scambiati fra loro; supponiamo h<s, e che
m; ottenga, con questo scambio, il posto definitivo, cioe sia uguale ad My
il che & sempre lecito supporre.

Avyremo
M, =M, My > My
e quindi
M), —my < M'— m?.
Percid, posto M’y — ) = d, potremo dire che messuna delle due differenze

M, —my , M;— m! pud superare d, e sard inoltre d = ¢.
Avremo inoltre, poiché m. = m/, ,

M) —m >0, M;—m) =0
e anche
M)y, —m =M,—m. =d
M, —my < My —m)

I

=

= (

Dunque le due nuove differenze che si ottengono dopo lo scambio s0n0
entrambe minori di d, se M, <  M,, e si manterranno uguali alle primi-
tive, quando sia M’y = M’,. Percid avremo sempre
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Supponiamo ora che i valori delle M, variino, e cresca anche, se

vuolsi, indefinitamente il loro numero 7 ; perd restino sempre verificate le

condizioni (1) e quindi anche le (1°). Se allora le differenze M; — m; ten-

dono a zero uniformemente, cioé da un certo punto in poi si ha, per qua-
lunque valore dell’indice 7,

M, —m; <7 i

ove 7 & una quantitd positiva arbitrariamente fissata e prossima a zero

quanto si vuole, da quanto abbiamo dimostrato segue che le differenze 1
M’; — m/; formate coi termini corrispondenti dei gruppi ordinati, godono di
una proprietd analoga, cioé si mantengono sempre positive, o nulle, e ten-
dono esse pure uniformemente a zero, soddisfacendo anche alle condizioni 1§

M — ' < 5 i

2. Queste proprieta, affatto elementari, trovano qualche applicazione nello
studio di una quistione, trattata in una Nota precedente ('), che riguarda
la definizione e costruzione di funzioni rappresentanti i valori ordinati di
una funzione reale di una variabile. Esse permettono di considerare le cose
sotto un altro punto di vista.

In un intervallo (@, ) si abbia una funzione f(z) che supporremo
finita e continua. Sia data inoltre una legge di divisione dell intervallo (z, &)
in intervalli parziali d,,d;,...d, tale che al crescere di = questi intervalli
tendano uniformemente a zero. Fissata una divisione speciale indichiamo
con M,,M,,..M, i valori massimi che f(«) assume rispettivamente in
0y, 05, w0y, € CON 7y, Tilg , ... 7y 1 MINiMI.

Indichiamo poi con &,(2) una funzione la quale negli intervalli d,, ds, ... J,, !
assuma rispettivamente i valori del gruppo ordinato dei massimi, ciog M,
M’, . ... M, e che nei punti di separazione di due intervalli successivi d;, di.,
assuma il valor medio 4 (M'; -+ M';+,). La funzione ¥,(x) sara cosi definita
per qualunque valove di &, compreso fra a e &

Similmente indichiamo con y,(z) una funzione costruita in modo ana- 1
logo col gruppo ordinato dei minimi 'y, m's, ...’y |

BEssendo # finito potremo sempre avere anche una rappresentazione
geometrica semplicissima di queste due funzioni, mediante » segmenti di
vetta paralleli all' asse delle ascisse ed » — 1 punti sulle ordinate dei punti
di separazione di due intervalli consecutivi.

Ora noi abbiamo visto che, essendo M; —; = 0, deve essere anche
M, — m'; = 0 per qualunque valore dell'indice z, e quindi anche

y (s min) = 4 (MG M)
(1) Sulle funzioni reali di una variabile, vol. VIII, 1° sem., pag. 4-12. Nell’ esem-

pio segnato () in questa Nota, per I'esattezza delle formole, deve porsi @ =0, quan-
tunque cid non sia essenziale per la quistione.

g,
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Dunque per qualunque valore di z compreso nell’ intervallo («, &) avremo

Yu(z) = Pu(z).

Inoltre per una proprietd mota delle funzioni continue, le differenze
M, — m; al crescere di 7 tendono uniformemente a zero. Lo stesso quindi
avverra delle differenze M'; — 2/; e potremo percid concludere che, dato un
numero 7 piccolo ad arbitrio e positivo, sard sempre possibile trovare per 7
un valore abbastanza grande perche si abbia, per qualunque &,

P(z) — Yulx) <7

e questa relazione si conservi al crescere di 7.
Percio possiamo scrivere anche

lim [@o(z) — Y(2)]=0.

n=0
Di qui segue che, se le successive funzioni @,(z), al crescere di 7, tendono
ad una funzione limite determinata, cioé esiste una funzione v/(z) tale che
la differenza @,(z) — w(z), qualunque sia z, si possa ridurre piccola ad
arbitrio, alla stessa funzione w(z) tendono anche le funzioni ¥,(z).

Cosi pure se invece di considerare i valori massimi o minimi, conside-
riamo 7 valori di f(z) scelti in modo qualsiasi negli intervalli d; , ds , ... dn
e, ordinando questi valori, costruiamo poi la funzione analoga alla @.(z),
0 Wa(z), anche questa nuova funzione, nella ipotesi fatta, tenderd alla stessa
funzione w(z). Questa funzione dunque, se esiste, ¢ indipendente dalla scelta
dei valori di [(z), negli intervalli d, ,ds, ... 0, .

3. Supponiamo che la legge di divisione dell'intervallo dato, sia tale
per cui si passi da una divisione alla successiva suddividendo ciascuno degli
intervalli della prima in uno stesso numero di parti, senza per altro fissare
che questo numero debba essere lo stesso per tutti i passaggi da una divi-
sione all’altra. In tal caso la funzione limite w(z) esiste sempre.

Consideriamo una divisione speciale d,,d,,...d, e supponiamo, per
fissare le idee, che nella divisione successiva ogni intervallo d; venga spez-
zato in fre parti. Se d';,d;, ;" sono queste parti, sard

r)»ré + d; + ,):j' — (}‘i 4

Dei tre massimi corrispondenti di /(z), uno almeno sara uguale ad M;,
gli altri due non potranno superare M;. Cosi dei tre minimi, uno sard
uguale ad 7; e gli altri non potranno essere minori. Potremo quindi in-
dicare con M;, N;, P; i tre massimi e supporre

(2) ]w1 = N,' = Pi 5
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Ordinando i numeri M, N, P in senso crescente, otterremo tre gruppi
ordinati
WG AES o o WIE,
N’l 5 N'Z ) o N"n
P'l E] P,Q ) 90 P n

=

che complessivamente rappresentano tutti i massimi di f(z) corrispondenti
alla suddivisione in 37 intervalli. Ora, per la proprietd dimostrata in prin-
cipio al n. 1, dalla (1") segue

M;=N;=P;

e quindi fra i 37 massimi ve ne sono almeno 37 i quali non superano M.
Percio allorquando questi massimi vengono distribuiti ordinatamente nei Sz
intervalli per costruire @s,(z), i valori che competeranno agli intervalli
d;, 07,07, i quali occupano rispettivamente i posti d'ordine 57 —2,
37— 1, 34, non possono superare M';.

Da cio segue che per qualsiasi valore di z, anche coincidente con uno
qualunque dei punti di divisione dell intervallo, si ha sempre

qjs;z(t'»‘) = qiri("—‘) =

E chiaro che il ragionamento precedente e generale e sussiste ancora
quando invece di suddividere tutti gli intervalli d; in tre parti, vengono
suddivisi in un numero » qualsiasi di parti. Si avra in questo caso per
qualunque valore di &

GO ) = S0 HH)

In modo analogo si potrebbe dimostrare che per le funzionl ¥..(z). ¥.(2)
si ha invece
Un(@) = Ya()
(ualunque sia .
Da cid sesue che se, fissato un valore speciale di & nell intervallo dato,
consideriamo le due successioni di valori Y@, w® w® .. e PO P P,
che ad esso competono per la legge fissata di divisione dell intervallo. queste

due successioni soddisferanno alle condizioni

u‘\n = u,\‘:‘ — ll‘\‘:‘ = ...
PO = PO = PO < |
mentre le differenze

PO g PE @ POy ®

non sono mai negative ed impiceoliscono indefinitamente. Per un noto as-
sioma potremo quindi concludere che esiste uzo ed wn solo valore a cui
tendono entrambe le successioni considerate. Questo valore sard quello della

funzione y(x) nel punto .
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L’ esistenza di una funzione limite y(z) per qualsiasi procedimento di
divisione dell’intervallo, che soddisfaccia alle condizioni stabilite, resta cosi
dimostrata, ammettendo per la funzione f(x) la sola condizione che sia
finita e continua.

Non possiamo perd concludere da quanto precede che questa funzione
limite debba essere sempre la stessa quando varia, anche nel cerchio delle
condizioni stabilite, la legge di divisione dell'intervallo. Anzi non sarebbe
difficile mostrare con qualche esempio che la funzione y/(z) varia effettiva-
mente colla legge di divisione. Percid mediante il procedimento studiato non
¢ possibile definive e funzione ordinata di un’altra f(z) a meno di ag-
giungere qualche condizione relativa alla legge di divisione. Questa conclu-
sione giustifica la definizione che ho stabilita nella Nota gia citata per la
funzione ordinata Of(z), partendo da quel procedimento di passaggio al li-
mite che ho indicato con
Iim ¢.(2)

Tale procedimento, quando la legge di divisione dell intervallo e tale
per cui tutti gli intervalli parziali risultano uguali fra loro, non differisce
da quello che serve a definire ¥(z); e allora, se esiste la 0f(z), la Y(z)
corrispondente coincide con essa ().

(1) Un esempio semplice, che prova la dipendenza di ¥(z) dalla legge di divisione,
¢ il seguente.

Nell intervallo (0,2) sia f(z) rappresentata dai due segmenti di retta che uniscono
gli estremi dell’ intervallo col punto alla distanza 1 sulla perpendicolare innalzata dal
punto #=1; ossia si abbia

nell’ intervallo (0,1) i) ="

” (1,2) f(z)=2—=
Avremo
0fiz) = 5
z)= 3
Al : > 3 5
Dividasi ora I'intervallo (0,2) in quattro intervalli mediante i punti 2 = e Ity i Il

grappe ordinato dei valori 7’ corrispondenti a questi intervalli &:

3 3
0, —, —
0,0,

Quindi nel tratto da z =1 ad z= % (escluso 1'estremo inferiore) si ha
Ya (2) = i

Q
mentre nello stesso tratto Of(#) raggiunge il valore —4)— soltanto all’estremo superiore. K-

sclusi questi estremi, avremo quindi

Yu(z) > Of(2)
Ora, qualunque siano le ulteriori suddivisioni, i valori di w(z), pel tratto considerato,
non fpossono essere inferiori a quelli di wa(z). B quindi impossibile che in esso yw(z)
coincida con Of(z).
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II.

Nella stessa Nota viene definita una certa funzione I'(z) mediante

le relazioni

I'(a~+L)=TI(b— L) = f(zx)
ove I, ed L, rappresentano la somma di tutti gli intervalli mei quali f(z),
supposta continua, & minore, o maggiore, rispettivamente del valore A che
essa assume nei punti z,.

(irca la possibilita della determinazione di queste due grandezze /[, ed L, ,
quando il gruppo dei punti z, & infinito, conviene aggiungere qualche con-
siderazione, poiché, come mi ha fatto osservare il prof. Volterra, (il quale
si & gia occupato di una quistione analoga a proposito del metodo di Neu-
mann per la risoluzione del problema di Dirichlet, V. Rend. del Circolo
matematico di Palermo) le espressioni usate al § 2 di quella Nota non sono
sufficientemente chiare e precise, quando si conservi alla parola gruppo, il
significato generale, comunemente usato, né si pongano altre limitazioni per
la funzione f(z).

La quistione, come facilmente si vede, si riduce a questo: dato un
gruppo infinito di punti contenuti in un segmento finito, quando & che pos-
siamo estendere a tale gruppo la proprietd, di cui gode un gruppo finito, di
dividere il segmento dato in segmenti, la cui somma & uguale al segmento
stesso ?

Ora mostrerd che ogni qual volta il gruppo & di 1° genere, cioé ha un
numero finito # di gruppi derivati, e contiene i punti di questi gruppi (),
il concetto della divisibilita del segmento mediante il gruppo pud essere ap-
plicato.

Indicando con G, G® .. G™ i successivi gruppi derivati del gruppo
dato G, mediante i punti del gruppo G, potremo dividere il segmento
dato ¢ in un numero finito 7 di segmenti 0, ds, ... Iy -

I punti del gruppo G“-' cadranno allora in generale in numero infinito
entro ciascuno dei segmenti d; ,ma i punti limiti del gruppo stesso non po-
tranno trovarsi che agli estremi dei segmenti d;. Percid indicando con dis, il
segmento compreso fra due punti qualsiansi consecutivi di G™-» compresi
nell’ interno di d; e con d.;—, Oij+ 1 due segmenti determinati dai due
punti successivi a sinistra ed a destra, potremo rappresentare d; con una

somma semplicemente infinita

= Y Gl

() Per questo basta che contenga il primo gruppo derivato, come avviene sempre

nel nostro caso poichd si suppone f(z) continua. — V. Borel, Legons sur la théorie des

Jonctions. Paris 1898, pag. S8.

i‘J
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che potra anche estendersi all’infinito da una sola parte, od anche essere

finita. Avremo cosi

PemS Y

Analogamente i punti limiti del gruppo G=2> non possono trovarsi che
nei punti estremi dei segmenti dy;, ; dunque, mediante 1 punti di questo gruppo
uno qualsiasi di questi segmenti potra rappresentarsi con una serie sempli-
cemente infinita di segmenti

e si avra cosl

)

Uyiyylg®

In tal modo possiamo continuare fino alla introduzione dei segmenti
determinati dai punti dei gruppi G® e G, dopo di che si avra

In base a questa formola potremo ancora dire che il gruppo G divide
il segmento dato in infiniti segmenti, la cui somma riproduce il segmento
stesso (1).

Per la costruzione della funzione () secondo la via indicata conver-
rebbe quindi aggiungere, rispetto alla funzione /(z), la condizione che 1 gruppi
dei punti nei quali essa prende uno stesso valore, siano di 1° genere.

11 prof. Volterra si & occupato anche delle due seguenti quistioni: 1° come
possa essere estesa la definizione della funzione I'(z) quando la /(z) & com-
pletamente arbitraria; 2° trovare una espressione analitica della stessa ()
ed io sono assai lieto di poter riportare da alcune lettere a me dirette le
sue inferessanti considerazioni.

Per chiarezza noto che egli chiama funsione ordinate la funzione I(xz).

« Torino, 29 gennaio 1899.

« Sia data una funzione f(z) finita e continua nell’ intervallo (0, /), la
quale ha un numero finito di oscillazioni e non ha tratti di invariabilita. Rap-
presentiamola con una curva e tiriamo una parallela all’ asse z che ne disti y.

(1) Un teorema che ha relazione colla propriety qui considerata, si trova nella

Memoria di Cantor, Sur les ensembles infinis et linéaires des points, IIL, Acta math. 2.
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La curva verrd decomposta in valli e monti; facciamo la somma delle buse
delle valli (ossia delle loro proiezioni sull’ asse z). La curva ordinata ha
per ordinata y e per ascissa la somma delle basi delle valli (o anche / meno
la somma delle basi dei monti). Corrispondentemente alla curva viene co-
struita la funzione ordinate. Chiamiamo ora F(z) la funzione che per ogni
valore di # @ uguale al piu piccolo dei due valori f(z) o y, essendo z il
valore costante gia considerato, e seriviamo 1" equazione della curva ordinata
sotto la forma
z = ¥(y)

« Una considerazione geometrica semplicissima ci fa vedere che si ha

(@) folF(c) dz —foy(l —B(y))dy

« Supponiamo ora che f(z) sia una funzione qualunque finita, continua
o discontinua.

« Si divida 1" intervallo (O, Z) in cui é definita f(z) in = parti J,, 0, ...
d, e si consideri la somma degli intervalli in cui f(z) e sempre minore di 7,
o si chiami con «; quindi si facciano diminuire indefinitamente questi tratti.
Allora ¢ tenderd verso un limite y che é indipendente dal modo con cui
questi tratti vanno a zero. Cid si dimostra con un ragionamento che per
brevitd sopprimo. Nello stesso modo sia & la somma degli intervalli d; nei
quali f(z) ¢ sempre maggiore di y. Avremo che 4 tenderd coll impiccolire
degli intervalli in un modo qualunque verso un limite x . Ed evidentemente
in generale non si avid ¥ -y =17. Se la funzione & discontinua si vede
facilmente come cid pud accadere. Basta considerare una funzione /(x) che sia
nulla nei punti razionali ed 1 nei punti irrazionali. Ma anche se f(z) e
continua si vede che cid pud accadere. Basta ricorrere all esempio del gruppo
di punti non rinchiudibile che ho dato nella mia Nota del 1880, Sulle fun-
gione punleggiale discontinue.

« Noi possiamo ora considerare le due funzioni Y(y) e ¥(y) =1—x(7)
ed otteniamo due funzioni che in generale saranno distinte fra loro e che
potranno considerarsi come proprie a definire due funzioni ordinate. Esse evi-
dentemente sono sempre crescenti e quindi si pud concepire un modo di
avere delle funzioni inverse. Queste funzioni possono essere discontinue in
infiniti punti. Perd essendo sempre crescenti sono integrabili e quindi hanno
infiniti punti di continuitd in ogni intervallo.

« O1 si pud chiedere quali proprietd avranno i loro integrali i quali pos-
sono essere diversi fra lovo. A questo ci pud guidare la relazione (a) pre-
cedentemente trovata. Percid supponiamo che il rettangolo costruito sugli
assi & ed y coi lati ¢ ed M (essendo M il limite superiore della funzione /(z))

Renbprcontr. 1899, Vol. VIII, 2° Sem. 19
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venga diviso in 7° rettangoli simili, dividendo ogni lato in 7 parti uguali.
Consideriamo la funzione F(z) che per ogni valore di z @ uguale al piu
piccolo dei due valori [(z) 0y (essendo y un numero scelto fra 0 ed M).
Questa funzione non sard in generale integrabile (poiche supponiamo /(2)
comunque continua o discontinua) ma potremo di essa avere gli integrali
(vedi la mia Nota del 1881, Sui principic del cal-
are quest ultimo basterd prendere
nella colonna di ret-

superiore ed inferiore
colo integrale). Pev ottenere in particol
in ognuna delle colonne di rettangoli costruite (per es.
tangolo di base /) tutti i rettangoli, di cui i punti hanno le ordinate minori
del minimo di F(z) nellintervallo /. Sommiamo tutti i rettangoli cosi scelti
e poi facciamo crescere 7 indefinitamente. I1 limite della somma esistera e
sard 1 integrale inferiore 4 di F(z) in tutto 1'intervallo (0, 7). Questo modo
di calcolare 4, confrontato al modo di costruire w(y) e Yi(y) ci mostra che

[u—vanar o ¢

non possono essere inferiori a 2. Nello stesso modo si pud trovare che i
due integrali non possono superare 1'integrale superiore - di F(z) nel-
I'intervallo (0, ). Percid ¢ due detli integrali sono compresi [ra Ae A

« Supponiamo che f(z) sia integrabile; allora 2 e A debbono coincidere
per ogni possibile valore di 7 (giacche anche F(z) sara integrabile); per
conseguenza

o 1
[— = [ €= vy
« 0 0
ossia le due funzioni w(y) e w.(y) hanno integrali uguali in ogni intervallo
e percio in infiniti punti dell’ intervallo sono uguali fra loxo.

« Riassumendo mi sembra che potrebbe dirsi: Ad ogni funzione [(z)
corrispondono due funziont ordinate W(y), wi(y). Anche se [(z) ¢ con-
tinua le due funzioni possono essere diverse fra loro, pero basta che [(2)
sia integrabile, perche le due funsioni differiscano [ra loro per und [
zione di integrale nullo e quindi siano uguali fra loro in infinill punti

di ogni intervallo.
« affimo V. VOLTERRA 7.

Torino, 10 giugno 1899.

D )

« Tn una recente Nota (1) il Dott. Straneo si occupa della ricerca di una
espressione analitica della funzione ordinata. A me sembra che 1' espressione
analifica piu naturale della funzione ordinata venga Sempre dal conside-

(1) Rendiconti, Vol. VIII, 1° sem. pag. 438-442.




— 135 —
rare la somma delle basi delle valli; ed infatti sia @ (3, z) una funzione I
che goda delle seguenti proprieta

( Nz
@(y.x)ZE ) per y <

1 per y >z .
« Non vi & nessuna difficoltd a costruirla analiticamente (il valore per
y =« pud essere qualunque). Allora la somma delle basi delle valli corri-

spondenti all’ oxdinata y sard 4
=)
| 0y,
<0

onde 1’ equazione della curva ordinata sara |
L
(4) z :f Oy, [() dy -
0
« Se prendiamo, per esempio, (Riemann, Partielle Diff. § 14)

_!_717 (‘Isen ﬂz/h—.,z‘)_f] dE

T e S
otterremo
l [ EL **sen[(y—f(m))E&] ,.
(B) == | ‘ I .‘/ . _1([;
2 TRl RS &

« O sotto la forma (A) o sotto la forma (B) abbiamo quindi 1" equa- }
zione della curva ordinaba in tutti i casi almeno, in cui la funzione da ordi- 8
narsi f(z) ® continua, senza tratti d'invariabilita e con un numero finito di !
oscillazioni.

« affmo V. VOLTERRA ». f
ot TR - st i
Chimica. — Stud: intorno alla struttura degli alcaloid; del |

melagrano (). Nota di A. PrceiNing, presentata dal Socio CraMICraN. 1

In una Nota inserita nei Rendiconti di questa Accademia nell’aprile |
scorso (2), discutendo i visultati di una serie di esperienze dimostranti in
modo sicuro che la parte resistente all' ossidazione nella molecola della ze-
lilgranatonina, altro non & che un nucleo piperidinico, ebbi occasione di far
notare che la estrema somiglianza di proprietd degli alcaloidi della serie

(Y) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale della R. Universita di Bologna.
Agosto 1899.
() V. questi Rendiconti, vol. VIIL, 1° sem, pag. 392.




