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Teri sera, ad onta del tempo pessimo, in una mezz' ora di serenitd a levante,

ritrovai l'astro, e potei fare la posizione seguente:

Pianeta FB 1900.
Gr. 10. 8...11.0

1900 marzo 31 gh 55m 128 R. C. R.

A« (pianeta meno Stella) = -~ 1738859 (9 confronti)
48 ( » » n )= 4+ 1 187038 »n )
« apparente pianeta 12" 43™ 14526 (9. 516)

g ol = o550 S ON(0770)
Stella: 1900.0; « = 128 41m 325, 65

Jd=—0°658".1
Riduzione al giorno: - 3802
— 18”9

Matematica. — Complementi al teorema di  Malus-Dupin.
Nota IT () di T. Levi-Civira, presentata dal Socio V. CERRUTI.

3. Bssendo [C] e [C"] due congruenze non-normali, cerchiamo se
si pud determinarne una terza [I'], congiunta ad entrambe per rifrazione.

Dicasi o la superficie di passaggio fra [C]e [1"]/7 I’ indice di rifra-

zione per questo passaggio; o' la superficie, che lega [I'] a [C'], 7' 1l rela-
tivo indice di rifrazione; &, , 2. ,2s le coordinate di un punto qualunque
P dio.

Il raggio di [I'], che passa per P, taglia ¢’ in un certo punto 120
cui coordinate designeremo con y,, ¥z, ¥s -

Posto

PR —1r— ] (21 — j/l)", +(»’«'2 = y'l)? _{_(4’03 —.‘/3)2‘

dovrd aversi sopra o

3

(7) Z (/lxi — il_ )(lu’l:" =0,
— Qi

e sopra o
3_

(8) Z (,z'Y, — L) dyi=0,
Tt i

intendendosi le X; funzioni di z,, s, s, le Y; funzioni di 71,72, s -

(*) V. questi Rendiconti pag. 185.
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Reciprocamente se si possono determinare sei funzioni 2y, y; di due
parametri » ., per cui sieno verificate le (7), (8) e non si annullino né 1'uno,

ne l'altro dei determinanti

Xl x: x;
AL YA AN
4 = U U N
R A Y 2
T,f .T W
Y, Y, Y,
/A We Y
== u Y
)_./‘ AY ,\.,/
N7 N )
< < A

si ha mezzo di passare con una duplice rifrazione da [C] a [C"].
In primo luogo, l'insieme dei punti z;(#, ) costituisce realmente una
superficie (non una curva), perché non tutti i minori della matrice

l YA AT A3

’ U U Y
| possono insieme annullarsi, in causa di 4 = 0. Per la

.\Jl PK 2 DL

| o2 W W

stessa ragione, la superficie ¢ taglia effettivamente la congruenza [C]. Ana-
logamente per ¢’ e [C].

Sulle due superficie rimangono in tal modo accoppiati i punti P (2,
7o, 73) © P (¥1.Ys,¥s), cul competono eguali valori dei parametri u, .

Scelto un generico raggio di [C], sia appunto P la sua intersezione
con ¢; in virtu della (7), sara PP il raggio rifratto; questo si rifrange a
sua volta, attraversando ¢’ e, per la (8), la sua continuazione ¢ data dal
raggio di [C"], che passa per P'. E cid prova 1 asserto.

Si tratta dunque di stabilire che si pud soddisfare al sistema simultaneo
(7), (8) con funzioni di due parametri #,», per cui non si annullano .7 né 4.

Il sistema (7), (8) equivale alle seguenti quattro equazioni a derivate

parziali

)
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HQES (/zX;— /> % —0
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(10)

3

K, E\ <,z'Y, = l’_) i =0,

% i 0

—
1
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cui bisogna aggiungere le condizioni di integrabilita

YH H
Higj— === == Ty
o U
WK K,
K; = = - =0
W W
Usando la notazione (?: Z’) per designare il determinante jacobiano di

due generiche funzioni ¢,y rapporto alle variabili », v e avendo riguardo
alle (3), si ha subito

i e Ny olied g

(11)
I(xE IZ(:X"/ —_— V —h—.’-l—‘— ()/l Il) — () )

\ ‘/_ Wi dzj\u v
\ 1 B E

che sommate ci danno
nA A4 -+ A4 =0.

Questo sistema di equazioni rimane evidentemente invariato per un cam-
biamento qualunque delle due variabili indipendenti #,». Esse si possono
fissare, sia identificandole con due delle incognite &;,y:, sia pilt general-
mente, aggiungendo al sistema due altre equazioni:

(12) H,=0, K, =0,

(non invarianti di fronte alle trasformazioni »' =« (»,0),v' =" (z,v)).
Comunque, supponiamo di partirei da sei funzioni z;,y: della sola va-
riabile w, che verifichino le due equazioni (9). Sard in generale possibile
soddisfare alle rimanenti equazioni del sistema, cio¢ le (10),(11),(12), in
numero di sei, con altrettante funzioni delle due variabili «,», le quali,
per un certo valore » = v, si riducono alle dette funzioni della sola ». Ce
ne accerteremo pill innanzi in modo rigoroso. Per il momento ammettiamolo,
e notiamo che il nostro sistema (9), (10), (11), (12) rimane completamente

T
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integrato, poiché anche le (9) (verificate per costruzione, solo quando » ha
il valore »,), sussistono per qualunque valore di .
Infatti le (11), tenuto conto delle (10), equivalgono a

D W
‘—}—{—':u, S l=0:
N\ N

e K, si annullano per » = ,, lo stesso avviene per ogni altro

funzioni ; (x).y:.(u), integrali delle (9), donde si prendon le
ossono scecliere in guisa che o' raggi di [C] si trasformino,

o, in oc! raggi assegnati di [C'].

mostrarlo, supponiamo che

=l 2i5))
A G=,2,3)

<
o~

I

(14) Yi

rispettivamente le due date rigate y e y' di [C]e di [C'], rap-
ma di esse, z== cost generatrici rettilinee, e«= cost,

ali e intendendo che abbiano a corrispondersi i
> il medesimo valore di ». Potremo anzi ritenere che e« e g
contate sulle generatrici rettilinee a partire da una

e che » misuri l'arco sopra questa traiettoria:

_ i - . QT
Avremo con tali ipotes : — = Y, ; di piu anche le —, pera =0,
] Nz it
le —— , per =0, rappresenteranno coseni direttori.

> 2 ad essere funzioni di # in modo da sod-
per disteso, conformemente a guanto ora

r4 S (erm )2y
AT Wi) W o

un certo campo di valori delle e, 3,

D S rispondano a punti P, , P; delle due rigate
- - o\ o
7.7 > Der eu si annullino i ¢ (/z’X — —) X
R

SeTE——— L S S

.
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Scelti con questa precauzione i valori iniziali, rimangono pel tramite
delle (9'), determinate le sei funzioni

wi(u,a(@), yi(u,8@)

integrali delle (9), e da esse le due superficie rifrangenti ¢ e ¢’, in modo
che, per » =1,, si corrispondono appunto i due assegnati sistemi oo!' di
raggi.
4. Le due congruenze[[C]e[C"] abbiano un raggio ¢ a comune e preci-

samente coincidano, sopra ¢, —X,, —X,,—Xj con Y,, Y, Y; ordinatamente.

I valori delle anormalita, relativi ai punti di ¢ sieno diversi da zero.

Voglio mostrare che, almeno in un intorno abbastanza piccolo di g, sono
effettivamente soddisfatte tutte le restrizioni di disuguaglianza, che assicurano
la esistenza del sistema integrale e la biunivocita della corrispondenza fra
i raggi delle due congruenze. In altri texmini, date ad arbitrio una rigata y
di [C] e una y' di [C], aventi un raggio g a comune, e tra le loro gene-
ratrici rettilinee una corrispondenza, di cui sia g raggio unito, esistono
(e sono univocamente individuate dagli indici di rifrazione e dalla condizione
di passare per due dati punti P, , Py di g) due superficie rifrangenti o ¢ o',
atte a trasformare [C] ¢n [C'] (piu esattamente un pennello abbastanza
piccolo di raggi di [C], intorno a g, in analogo pennello di [C]).

Prendiamo per semplicity la retta g come asse x5, e, dati arbitrariamente
sopra di essa due punti non coincidenti P, , P;, assumiamone le coordinate
come valori iniziali delle nostre funzioni z;, y: .

Collocando 1’ origine delle coordinate nel punto medio del segmento
P, P;(=2/>>0) e scegliendo la P, P; per direzione positiva dell'asse s,
avremo come valori iniziali

(15)

e inoltre
 X0=0, X{\=0, Xi=-—1,
=0, Y;=0, Yi=1,

/ ‘ )/‘) W)‘\) 7N\
(16) (7 A W W o_—(
()1’ 2_( 7‘)=_1~

023/ 0 A3 /o

P=21>0, AZ0, AZO0.

~)

7')=0’
Y2/ 0

)
o/

Comunque si assegnino le rigate y, y', e le generatrici che debbono corrispon-
dersi sopra di esse, per essere g raggio unito, le rappresentazioni parametriche

Renpicontr. 1900, Vol. IX, 1° Sem. 32
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(del tipo poc'anzi dichiarato) fanno corrispondere, in entrambe le rigate, il
raggio g ad uno stesso valore u, del parametro z. Riterremo che questo
individui sopra y l'arco di traiettoria, ortogonale alle gemeratrici, passante
per P,; sopra y' l'arco della traiettoria, passante per P;.

Dacche le tangenti a queste curve in Py, P{ sono entrambe ortogonali
a ¢, le direzioni delle bisettrici costituiscono con ¢ una terna ortogonale e
potremo supporre gli assi &, . paralleli a queste bisettrici. Chiamando 2:
; B 3 : : Wi Wi
l'angolo delle due tangenti in questione, 1 valori, per =1, , di 0 f)‘”

(coseni direttori delle dette tangenti) saranno del tipo

A2, AL p A3
= ¢os , - — —sen , 0,
DU U VU
R/ P Y
_;Q — COSY, = /’ — sen | J83 0 )5
R Au N7
. . « T
potendosi ancora ritenere 0 < 4 < —.

Comineiamo dal constatare che, col valori iniziali (16), non si annullano
dg

: aale slsaglor G

i coefficienti di e nelle (9'). Essi divengono infatti n— 1,2 —1,
u (147 ]

che sono proprio diversi da O, perche n=1 o # =1 significherebbero

assenza di rifrazione, e moi supponiamo essenzialmente che rifrazione (o rifles-

sione) vi sia. Determinate dalle (9') le funzioni « e @ di «, portandole

nelle (13), (14), se ne traggono sei funzioni

(17) zy (), 22 (1), 23 (1) 3 o (), e (), ys (%),

che soddisfanno alle (9) e si riducono ai valori (15) per u=1u,.
Circa ai valori delle derivate di queste funzioni per » —w,, si ha
intanto dalle (9)

dz ) 4/’/~) dz R4 A2, de A7
—) =0, (=) =0; daltra parte — = —* |- ! =t
("/“ 0 ( du J, . du Ww ' e du MW T

(

’,/(( . = //‘1 ?,/'l
= X, e ‘1'11Dt11 ( T )‘) =( =5 ) —

da,
08 ; analogamente per =
du ),

o

,/,/! /[«/;, - i B ey
( ,?;/) \ ( fm) . In definitiva i valori iniziali delle sei derivate delle fun-

zioni (17) sono

«/_/‘1‘) — cosd //,/‘_,) . day
(W )—-t‘«'?' ) (f(/f = —send (l./lé ) =10

(18)

dy, ritAg dy, difs)
( ( i ) =GOS - (/—/(;) = send . ( ¥7) — 0

)
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Cio posto, consideriamo il sistema (10), (11), cui si aggiungano le equa-
zioni ausiliarie (12), particolarizzandole per es. in

_ W W W

12 5SS 00 Y

(12) Dy
5 2h W) QW W ’

Tutto si riduce ormai a far vedere che le sei equazioni (10), (11), (12),
per u=u,,x;=a;,yi=1y;, si possono risolvere rispetto alle derivate
R i
W' W
annullano 4 né 4'. Con cid infatti, il sistema integrale delle (10), (11), (12),
il quale, per un valore qualunque », di » , si riduce alle funzioni (17) della
sola », soddisfa a tutte le condizioni volute.

Per la dimostrazione, notiamo in primo luogo che le equazioni (10) e
le nostre ausiliarie (12) pei valori (16) e (18), si riducono a

' W3 ?_1/3)
= — (0 e :0’
(10) (Dv)o ()v,o
ATy ¢ )]/l )7/‘?_)
v )=—l, | — — send =/
) - sen ( . coS ( % )0 ()1' :
r \‘7/1 )7/2
059 ) , A, — — send —) 59 —) .
)+° < ; i~ (bv e (w,l,
La identitd

& R oo
%7 =—%(—/—+u) (5 il =1k 52 58)

AL VY5 A& VY

, @ che 1 valori, che se ne traggono per queste derivate, non

(12") cosd (
si ha poi

— 4, ——send(

(in cui ¢&; designa al solito lo zero o 1' unitd, secondoché gli indici 7 e j
sono distinti o coincidenti) porge

3 3

Y RN N ] (@i y))+1 § 2 1/,)
L Wi Yj\u v o AT ,)3/j “ v P u v
1 1

1 U

e, introducendovi i valori (16) e (18), il secondo membhro diventa

oool2) = ()= e2)(5),
2/

che, in virtu delle ausiliarie (12'), e uguale all'unita.
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Le (11) assumono con cid la forma

QW W 1
A, = — senV ( > '\’ — cosY (_,J) —
0

= W W /o "~ nA,
(11)
y 9 )’/1) 9 3//1) 1
Ay = —S5 - cosd | = = T
/ 0 sen ( YA + cos ( 50 = ;\‘,

\ N
Da esse e (12') si tr attro derivate S i 2
a esse e (12) si traggono le quattro derivate { — ) ; ;
1o} W /o 0 fo AV 4

Y2 s o : PR :
(T‘/‘) , purch® soltanto non si incontrino sotto angolo retto i piani tangenti
0 /o of

in P,, P} alle due rigate y e y', sia cioé cos2& diverso da zero.

Per il suo significato geometrico, questa condizione ¢ indipendente dal
modo, con cui si particolarizzano le equazioni ausiliarie (12); si pud del
resto riconoscerlo direttamente, osservando che, qualunque sieno le equazioni

e e i . ST ATy R |
ausiliarie, se il sistema deve fornire valori non infiniti, per (—) § ( 5
W /o W /o

dy /S o ) w A 20 Ui

—) (= \’ , lo stesso & d'wopo avvenga per 4, 4,— N\ (—f — |y ARG

dv 0 W /o - e ‘?(A"‘“"/J U v/
1 U

< 3 5 ¥ . g R ).L‘g
Ora il quadrato della matrice dei coefficienti di ( S l) : ( \v) ;
o0 /o J 0

A AN ke cos*2d¢ . -
== 1< ‘ in queste tre espressioni. vale ——— e si annulla quindi
W /o W /o 202

: o ¢ : & (D Zi Yj
per cos2¢ =0. D'altra parte, detto Z il valore di BN (’/\ L'J”).
\0Zi 0Yj/ o \¥ ¥
1

dovrebbero sussistere, a norma delle (11), le tre equazioni

\— Pha \' Zi .1/]) -
__,, (?/ ?./// ‘(w‘ » =
1

/4.
— -/n —
/Z:\.x
7 k
4y =—1,
A’y
. T Jos e 5 oo
(per 4 = 1: /2 = 0) e questo richiederebbe, come tosto si riconosce,
1 1
20+ e — 0,
: A, + //A 0

il che in generale non é.




Escluso pertanto che I'angolo 2 sia retto, le equazioni del nostro sistema

: s i ) Vi (i 1
sono risolubili rispetto alle sei derivate { — ) , 2y e My=——,
W /o W /o nA,
3 L J : S
4y = A riescono, come & necessario, diversi da zero.
gy

(tioverd aggiungere, riportandosi ad una osservazione, fatta alla fine del
§ 2, che, nell intorno considerato, la soluzione del problema é, non solo
geometricamente, ma anche fisicamente possibile.

Meccanica. — Sull’ integrazione delle equazioni differenziali
del moto spontaneo di un corpo rigido in uno spazio di curea-
tura costante. Nota di D. D Francesco, presentata dal Socio
VOLTERRA.

Le equazioni differenziali che il sig. Heath stabili nel 1884 per rap-
presentare il moto di un corpo rigido non sollecitato da forze in uno spazio
ellittico (1), sono un caso particolare di quelle stabilite nel 1876 da Clifford
nella sua Memoria: On the Free Motion under no Forces of a Rigid
System in an n-fold Homaloid (*). I1 Clifford tentd anche I integrazione
generale delle sue equazioni per mezzo di funzioni ¥ di n—2=s argo-
menti, uno dei quali funzione lineare del tempo.

In uno spazio ellittico di tre dimensioni (z=4, s=2) la soluzione
studiata dal sig. Heath viene a coincidere con quella proposta da Clifford.
Ora avendo il sig. Heath dimostrato che in tal caso la soluzione & incom-
pleta per difetto di numero delle costanti arbitravie, se mne pud concludere
che & incompleta anche quella di Clifford, sebbene 1'Heath non ne parli.

Le equazioni differenziali del moto di un corpo in uno spazio di quante
si vogliano dimensioni furono anche trovate dal sig. Killing nel 1884 (°).
Questi non si oceupd della loro integrazione, ma a riguardo della soluzione
di Clifford si esprime cosi: « Wenn Clifford aber behauptet, diese Gleichungen
konnten durch einfache &-Quozienten integrirt werden, so hat er zu bemerken
vergessen, dass dieser Lisung, welche nur bei bestimmten Anfangsbedingungen
moglich ist, der Charakter der Allgemeinheit fehlt ».

Dunque per uno spazio di curvatura costante di piu di tre dimensioni,
non vi & altra soluzione generale che quella data dal prof. Volterra (4) colla

(1) On the Dynamics of a Rigid Body in Blliptic Space. By R. S. Heath. Comu-
nicated by Professor Cayley (Philosophical Transactions of the Royal Society of London,
for the year MDCCCLXXXIV, vol. 175, parte 1°%).

(2) Proceedings of the London Mathematical Society, vol. VII, Jan. 1876.

(3) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 98°, 1885.

(4) Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. XXXIII, 1898, pag. 558.



