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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Swulla integrazione della equazione Ay — 0
nello spazio indefinito non-euclideo. Nota del Socio Luicr BiancHr.

1. E noto che le formole di trasformazione di integrali multipli, dovute
a Green, possono estendersi a spazi di quante si vogliano dimensioni e con
una espressione qualunque per 1'elemento lineare (1). Per le funzioni armo-
niche (soddisfacenti cioé all’ equazione 4,z =0) degli spazi a due o a tre
dimensioni di curvatura costante segue di qui che vale ancora il teorema
della media aritmetica di Gauss, e cioé: ogni funzione armonica, regolare
entro un circolo od una sfera rispettivamente, assume nel centro il valore
che & la media aritmetica dei valori al contorno. Ne risulta che gli ordinari
teoremi sui massimi e minimi delle funzioni armoniche, sull unicitd della
funzione in un campo qualsiasi per assegnati valori al contorno ecc. si tras-
portano inalterati dallo spazio euclideo agli spazi di curvatura costante.

Applicate al caso di un campo a due dimensioni, queste considerazioni
non danno alecun nuovo risultato. Tuttavia é utile che ¢i fermiamo a dimo-
strare come per esse si riconosca @ priori 1 esistenza della celebre formola
di Poisson, che per mezzo di un integrale definito risolve il problema di
Dirichlet per un campo ecircolare.

Per cid, dato nel piano un circolo C

',Z.Y + !/‘2 — I{L"

(1) Vedi Beltrami, Sulla teorica generale dei parametri differenziali, § 4.
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stabiliamo nel piano stesso sia una metrica euclidea, assumendo la forma

—— W/ el d

| -‘/.
pel quadrato dell elemento lineare, sia una metrica non-euclidea, ponendo

mvece

dove 7 indica la distanza di un punto (&.y) variabile nel piano da una
vetta esterna al circolo. Anche in questa metrica non-euclidea sard C un cir-
colo a centro reale (') e precisamente il centro O" non-euclideo sard quel
punto interno a C pel quale vengono a passare tutti 1 circoli che sono nor-
mali simultaneamente a C ed alla retta 5 =0 (che hanno i centri su questa
retta).

Ora 1'equazione #;u =0 delle funzion armoniche & sempre la mede-
sima nell’una o nell altra metrica. Se supponiamo adunque assegnati sulla
periferia di C 1 valori che deve assumere la nostra funzione armonica u, as-
sogwettati alla sola condizione di formare una catena continua U, il valore
di 2 nell ordinario centro O sard la media euclidea dei valori U al contorno
e medesimamente il valore di » in O sard la media non-euclidea dei valori U
al contorno. Ma. variando la posizione della retta =0, possiamo collocare O’
in un punto qualsiasi dell'area circolare distinto da O, onde riconosciamo

priori 1 esistenza di una formola che esprime per un integrale definito il

valore di # in un punto interno qualsiasi. Per serivere effettivamente questa
formoela. che coincidera necessariamente colla formola di Poisson, resta sol-
tanto da tradurre in analisi le considerazioni geometriche precedenti.
Sia 0'=(z",y) il punto ove si vuole calcolare il valore di ». La
retta 1 = 0, che rappresenta 1'assoluto della metrica non-euclidea nella quale
-he la retta perpendicolare alla OO nel
punto medio fra O ed il suo coniugato armonico rispetto a C; essa ha quindi
per ¢

0" & il centro di C, non & altro «

(1) 3 . 2(zz' +yy)=0

ideo di C, a causa della formola

» prendiamo la retta 5 =10




avremo:
o
= lug AL
'l

dove 4,7/ indicano le rispettive distanze dalla retta (1) del punto O e

U

dell” estremo del raggio OO'. Dalla (2) abbhiamo

indi

da cui

2Ro
senh g = ——— .
R?* — o*

La periferia non-euclidea di C essendo data da

5 47rRo
2w senh g = ——— |
R‘ e

pel valore (2", y") di » in O" avremo

R — o' (._ds

" (‘/' WY )= 4’,“‘(‘/ ). U5

I
Se si fanno le ordinarie posizioni
— Ricos 0",y R sen 6
Y =0"cos b, Y =0 sonéb,
quest’ ultima si muta subito nella formola di Poisson:

1 S R g'.‘

b , /
‘ Ul{“’—}—g"'—‘_’{z\:' cos(6 —80") 1

0

= — 6.
27,
2. Passando ora dal piano allo spazio a tre dimensioni, consideriamo la
sfera S di equazione
22+ P+ =R?

e sopra la superficie S supponiamo distribuiti dei valori U che costituiscano
una funzione continua. Definiamo quindi nell'interno di S una funzione «
che nel centro O abbia per valore la media aritmetica dei valori U al con-
torno ed in ogni altro punto O'=(z",# ,s’) abbia per valore la media
non-euclidea dei medesimi valori U, quando per 1" elemento lineare ds” dello

spazio si assuma

& PRG0S s
1" ) 2
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|
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indicando con 7 la distanza di un punto qualunque (&, ¥, ¢) dal piano nor-
male alla 00’ nel punto medio fra 0" ed il suo coniugato armonico rispetto
alla sfera S sul raggio stesso. Per tal modo veniamo ad attribuire allo spazio
la curvatura costante negativa K — —1 ed il punto O" viene a coincidere
col centro non-euelideo della sfera S (cfr. n. L) ()s

Dimostreremo che: La funsione u(x,Y, 3) cos) definita nell’ interno
di S ¢ finita e continua, insieme alle sue derivate di tutti gl ordine, ed

O

ivi soddisfa l'equasione a derivate parsiali:

O @—2—y—)(mtt A NoeT¥ 3y T42) =0

QT Y- A3

/J{)Z‘('/J’/'? /'0{‘ dall’interno di S verso un Ar"’/rflr q r’m‘y/.///r(//t‘ del contorno in

]

[u{/“\‘_/'«(,\‘f dii 10 equabilmente verso il valore U

sione i valort i w convergo

sato in quel punto.

pre
con una formola d integrale definito, il problema

Cosl viene risoluto,
« sulla superficie sfe-

di integrare la equazione (I) con valori assegnati per
he il problema ammette questa unica soluzione.

rica S: e al n. 4 si proverd poi ¢
lla quale dovremo veri-

Per trovare intanto la formola in questione, su
ficare le proprietd enunciate nel teorema, basterd procedere come al n. 1.

Troviamo cosi:

L elemento d¢’ d area non-euclidea della sfera S sard

indicando con ds 1 ordinario elemento d area sferica. D' altronde pel raggio «

non-euclideo di S abbiamo, come al n. 1:

'_)H(J'

R — o

senh ¢ =

e quindi 1'area totale non-euclidea A di S sard

A — 47 senh®c = —M .
(R*— 0°)°

(1) Prendiamo la forma par

) per I'elemento lineare dello spazio a curva-

tura costante per rendere pin semplici i calcoli. Ma i risultati finali a cui si perviene,

1

rimarrebbero identici assnmendo un'altra qualunque metrica ove lo spazio riesca a cur-

vatura costante (negativa o positiva) ed il punto O’ risulti ancora, in questa metrica, il

centro della sfera S
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Per la media non-euclidea u(a',y’,z’) dei valori U avremo dunque ’

1 ‘” do A

7{(.‘]./ l}/l ~I) T N T
i 4mwsenh®a. s 7?

Ponendo per # e 4w sen h®*a i valori sopra trovati ed indicando con y ‘
1"angolo formato dalla direzione OO" con quella che da O va al punto va- !
riabile M d'integrazione su S, abbiamo la formola definitiva:

1 ( (R — o) do

(IT) Wy 8= ) U R Fe—2Rd wsn) |

Questa offre, come si vede, la piu grande analogia colla formola di Poisson M
che risolve il problema di Dirichlet pel campo sferico. {

3. Procedendo ora alle verifiche delle proprietd enunciate per la fun- |
zione u(2",y ,4") definita dalla (II), cominciamo da quelle relative all’in-
terno di S, che si fanno con somma facilita. Basta osservare infatti che la
funzione di 2,y , 7

: (R — o)

3 [ —

®) K (R* - o'*—2R o' cosy)*’

che comparisce sotto il segno integrale nella (II), finché si rimane nell in- *

terno di S, avendo il punto (z,y,2) una posizione qualunque sul contorno,
¢ finita e continua rispetto a questi parametri z’,y",s" e possiede derivate
di tutti gli ordini pure finite e continue. Dunque la »(z',y ,4’) & finita e
continua in tutto 1'interno di S e possiede derivate di tutti gli ordini pure '
tinite e continue, che si ottengono eseguendo nella (II) le corrispondenti de-
rivazioni sotto il segno integrale.

Per dimostrare poi che la u(z",y',:") soddisfa all equazione lineare
ed omogenea (I):

i 3w DU
R — 22 — ¢y’ — 3'® = z - )
( re—y )(k R e S
, MU , U , QU
9 p - : — )=
+'('L T 3:') L

basterd provare che vi soddisfa la W definita dalla (3). Ora se poniamo per
un momento

rt = R? gt — 2R ¢’ cosy = (¢ — )" + (' — 9)* + (& —3)%,
il Bt

7




r
|

troviamo subito

]\‘ 2a _’_,/"——/)v
| T_=pr 3 o),
0T 7
e, S = 4 ‘:1/‘774:\73_.\(/77 )‘\.
e quindi, essendo W = V*:
)\ 4 ,/" = 4(. Jp— ) -
\,,\,f_f-\_r‘—a— W
W \ 4\W P — ), 24 (@' — ! 84
LN 0 (R T E R L

Scerivendo le formole analoghe per le derivate rapporto ad 7', ed osser-

vando che si ha

o r gy (BT B 2T

Le verifiche pel contorno si fanno poi in modo perfettamente analogo
come per la formola di Poisson. Si osservi per cio che. se facciamo U =1,
anche la media (non-euclidea) #(z',y',3') sard =1; sussiste quindi la

formola fondamentale:

1 " (R®—0")do
47R2 s (R® 1 ¢o'* — 2Rp’cosy)®

(11T)

Ora consideriamo un punto qualunque M, della superficie sferica ed indi-
chiamo con U, il valore di U in M;: a causa della (3) potremo scrivere
la (IT) sotto la forma:

1 ) (R*— 0™ do

4R '~‘L Lﬁ(“_,+y,:_2“g,(.“.\}')__,.

(4) Wz .y . d)—TU,=

Essendo ora ¢ un numero positivo piccolo ad arbitrio, limitiamo attorno
ad M, come centro una calotta sferica ¢’ di raggio sferico abbastanza pic-

colo perche si abbia sopra ¢
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cio che, a causa della continuith supposta nei valori U, & sempre possibile.
Indicando con o” la calotta complementare di ¢’ (¢’ -~ ¢” =S8), decompo-
niamo 1'integrale del secondo membro della (4) nei due integrali estesi a
o', 0" rispettivamente. Ne dedurremo subito:

v & 1 i (R* — 0"%)? do
LY, 8)— < = y ~ -
Uy #) = Uol <5 ppe [ (R*F ¢" — 8Rgcos))

1 : (R* — 0"%)* do
4R ‘ De—lh (R? - ¢'* — 2Ro'cosy)?
o per la (III), a piu forte ragione

(R* — 0"*)* do

o e

.
B) |u(e\y &) — Ug| < =+ : i,
() |ule',y", 7) <3 +i7me )., (R* I ¢ — 2Rg'cosy)?

)

formola che vale dovunque sia (2, 7', ') nell'interno di S. Ora consideriamo
un intorno di M foggiato, per fissare le idee, nel modo seguente. Descritta
una calotta interna e concentrica a ¢, costruiamo il cono che la projetta
dal centro O e prendiamo pel detto intorno la regione del cono esterna ad
una sfera concentrica ed interna a S, ma di raggio o' sufficientemente pros-
simo a R. Se manteniamo M= (2, y’, ¢) in questo intorno ed indichiamo
con 4 la minima distanza dei punti dell’ intorno dai punti della calotta ¢,
avremo manifestamente sopra tutta o :

(R* 4 o'* — 2Ro'cosy)® = 4.

D' altronde, indicando con D la massima oscillazione dei valori U al con-
torno, & sempre
|U — U,| = D,

e per cio

1 T '1{2_“'_’):,/0_ D(R.‘_o'z): . D ;
Re = U7 ; 7 AR = d = el LN
42 "7” ( Ut (1{?‘1—("2—21111 c0sy)*® 47RE. bt ‘;” 2 b* (R 07)

Quest’ ultima quantitd, prendendo o' sufficientemente vicina a R, si pud ren-

: J & Lo e e
dere piccola a piacere, p. e. <, e la (5) ci da allora

u(z', Yy &) — Uy < &,

cid che dimostra appunto come i valori di # nel detto intorno convergano
in equal grado vexso U, c.d.d.

4. T risultati a cui siamo cosl pervenuti possono ricevere una nuova

interpretazione quando si riguardi lo spazio euclideo, interno alla sfera
2® - y* -+ :* = R?, come immagine (conforme) dello spazio non-euclideo nel

|
{
|
|
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quale la detta sfera rappresenta 1’ assoluto. Basta per cid assumere come

forma dell’ elemento lineave dello spazio

(6) ‘['\A':(Re — 2t — gt —&)° ’

venendo cosi ad attribuire allo spazio la curvatura costante negativa
K = — 4R

Ma allora 1 equazione fondamentale (I) viene ad assumere la forma

A/g U=\

per lo spazio d'elemento lineave (0).
Ne concludiamo: ZLa funsione u,

una funsione armonica dello spasio non-euclideo (6); essa ¢

sieme con tutte le sue derivate a qualunque distansa finita in questo spasio

determinata dalla /'(l/'/)IO/u (“). ¢
regolare in-

¢ allontanandosi all’infinito verso un determinato punto, S« qualunque
cammino, i suoi valori convergono equabilmente verso il valore U pre-
fissato ()

Possiamo dunque riguardare, conformemente al titolo della presente Nota,
come risoluto dalla formola (II) il problema di Dirichlet per lo spazio in-
definito non-euclideo.

Le considerazioni precedenti servono altresi a provare 1 unicild della
funzione armonica » cogli assegnati valori U all'infinito. E invero, so ne esi-
stesse una seconda u,, la differenza z — », sarebbe armonica in tutto
lo spazio e convergerebbe (equabilmente) verso zero allontanandosi al-
1 infinito. Dal teorema di Gauss della media segue allora che in tutto lo

spazio % — u, = 0.

5. Se, prescindendo da ogni interpretazione di geometria non-euclidea, si
vuole provare direttamente come colla formola (II) venga a determinarsi
quella soluzione z della (I), che assume sul contorno sferico S i valori as-
segnati U, basta dimostrare direttamente la (III), dalla quale dipendono le
verifiche al contorno.

A questo si perviene colle considerazioni seguenti, suggeritemi dal
prof. Dini. Posto come sopra

r?=R? L o

i — 2Ro" cosy,

(*) I punti all'infinito si potranno manifestamente individuare coi raggi che da un
punto fisso O dello spazio muovono verso di essi; i valori U prefissati all'infinito deb-

bono formare una funzione continua delle due variabili che individuano il raggio.
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sviluppiamo — in servie di funzioni sferiche colla nota formola
P

] = ’n
== \ P, (cosy) .
7

W

Indicando con £ il primo membro della (III), avremo

)JI ~ /l' 0 I“ )L[G
) — 1w s £
7 47rl{ I = wm G e

ed, applicando 1'integrazione termine a termine alla serie convergente in
egual grado, potremo scrivere:

R — g ”\' e (
R* = R\ 4nR.

n3

‘ '(R*—0"?) P,,(Cosy)(/o‘)

7
Ma, per la formola di Poisson, 1'integrale

1 ( (R*—0"?) P,.(cosy) do
4R s 3

7

non & altro che il valore in (z', 7", ") di quella funzione armonica che sulla
sfera prende i valori P,(cosy). E poiché questa funzione armonica e notoria-
mente

o

1‘“ P,(cosy) ,
e nel punto (2" ,y",2") si ha cosy =1, il valore del detto integrale risul-
tera = R”' Ne concludiamo

20

o
O —_ = — [
(1 P’\) i=o R°" :

ci0 che dimostra appunto la (III).
Osserviamo in fine che se si applica lo sviluppo precedente per funzioni
sferiche alla formola (II), si ottiene 1'altra

2l
l

oy ) =(1—5) 3 & L [ =) Ok
uz ,y ,a)—(l Rg) 7=l 3 do.

Ora 1 integrale

( (R* — 0'2) UP, do
4rrR 7

rappresenta, per la formola di Poisson, il valore che assume in (z', % , <)
la funzione armonica w, che sulla superficie sferica prende i valori UP,(cosy).

Rexprconti. 1900, Vol. IX, 2° Sem. 46
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abbiamo dunque per 1" integrale

della

"

Indicando questo valore con
equazione (I) il notevole sviluppo in serie:
o' . 4‘" ’
) = 1_;_,)\ —
Rt/ = R

che vale in tutto 1'interno della sfera.

6. B facile estendere i risultati precedenti al caso di un numero qua-
. di variabili, come vogliamo qui da ul
dimensioni, dove 2y,
punto mobile, si consideri 1" ipersfera

lunque timo stabilire.

Nello spazio euclideo ad
coordinate cartesiane ortogonali di un

Ls e &y indicano

3

e

—

valori di una funzione continua U, del

(2
lori di una funzione x nel modo seguente: quando O’ & nell'o
la media (euclidea) dei valori U al contorno,

di quei medesimi valori in quella

e su questa ipersfera si assegnino 1

resto arbitraria. Fissiamo pol nel puull interni O Z's .. Z'y) 1 va-

rdinario centro O

dell ipersfera prendasi per x la
ed in caso opposto la media

O’ risulta centro dell ipersfera. Colle nota-

metrica non-euclidea nella quale

zioni stesse dei numerl pr i indicando con ds 1 ordinario elemento
lineare, con ds 1 elemento lmeal non-euclideo, potremo prendere:
!
essendo
e o\
Al == - o
= —=Z
(6 - = N\ S
e per un punto ( .
y
ki L Bt : ) .
Per il raggio non-enclideo @ dellipersfera vale ancora la formola
2Ro
" —o
quindi per la s to A
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dove @ indica 1'area di un'ipersfera di raggio =1 nello spazio S, eucli-
deo. Si ha, come ¢ noto (*)

8
I
)
2
vl

n

>
—
o |
—

Ne risulta per u(z',, s ... #',) la formola:

r(f) i

; , ; > 2 (R* — 0"*)"1 do

YR (@ et e i) — = 0= - I
{ N, ot gt ). (B ¢ —2R¢ cosy)

ove do denota 1' ordinario elemento (euclideo) d'area dell'ipersfera e 1 inte-
grale del secondo membro & esteso a tutta 1 ipersfera S.

Con verifiche del tutto analoghe a quelle dei casi precedenti, si vedrd
che questa funzione u(z',,2's ... #’,) € regolare colle sue derivate di tutti
gli ordini nell'interno dell'ipersfera S e coll’ avvicinarsi di 0" = (2',, 2's... 2",
al contorno tende equabilmente verso i valori prefissati U. Inoltre essa sod-
disfa nell’interno dell’ipersfera all' equazione a derivate parziali:

- % , MU
(B — E)‘ S+20—2) > al =5 =0

Lastn 2.7 =7
T 0L 7 R

questa non & altro che 1'equazione:
Asu=0,
calcolata nella metrica non-euclidea d'elemento lineare

o Axy® + dog® + - - da®y

°

(Rg — Z J'FY

Per =2 la (IV) coincide colla formola di Poisson pel cerchio, per
7=23 colla (II) num. 2; in generale possiamo dire:
La formola (IV) risolve il problema di Dirichlet per lo spazio in-
definito non-euclideo ad n dimensioni.

ds

& V. p. e. Kronecker, Vorlesungen, I** Bd, pag. 266.




